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Аннотация 

В статье рассматривается задача о наблюдаемости трёхмерной кристаллической решёт-

ки. В предположении о вращательном характере движения решётки относительно плоско-

сти наблюдения получены аналитические выражения определения наблюдаемости кристал-

лической решётки в общем случае при наблюдении двух и более узлов на проекции. Рас-

смотрены частные случаи для определения условий наблюдаемости кубической ячейки при 

некоторых значениях индексов узлов. 
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ские параметры Эйлера. 

Введение 

В работах [1] и [2] была рассмотрена постановка 

задачи анализа изображений кристаллических решё-

ток. В статье [3] был предложен подход к решению 
задачи о наблюдаемости трёхмерной кристалличе-

ской решётки по её проекциям. Было показано, что 

при рассмотрении задачи восстановления решётки по 

проекциям или, в частном случае, определения её па-

раметров необходимо ввести некоторую характери-

стику, которая показывала бы, насколько полно рас-

сматриваемый объект представлен на той или иной 

проекции. Это привело к постановке новой для мате-

матики задачи о наблюдаемости сложной трёхмерной 

решётки по её проекциям. 

Решение этой задачи было предложено искать в 
рамках теории кинематического движения системы 

материальных точек на основе дифференциальных 

кинематических уравнений. В предположении о 

вращательном характере движения решётки относи-

тельно плоскости наблюдения в работе [3] были по-

лучены необходимые и достаточные условия на-

блюдаемости кристаллической решётки для некото-

рых частных случаев. 

Определение принадлежности исследуемой кри-

сталлической решётки к тому или иному типу решё-

ток Браве осуществляется путём сравнения полу-

ченных данных с эталонными: найденными ранее 
или теоретически смоделированными [4]. При на-

блюдении изображений кристаллических решёток с 

использованием электронной микроскопии появля-

ется возможность прямого, непосредственного из-

мерения искомых параметров. Однако эффектив-

ность подобного подхода и даже сама его возмож-

ность зависит от того, наблюдаемы ли измеряемые 

параметры на данной проекции или нет. 

Настоящая работа является продолжением ис-

следований, проведённых в работе [3], и посвящена 

решению задачи о наблюдаемости кристаллических 
решёток в случае анализа координат двух и более 

узлов решётки.  

1. Определение наблюдаемости кристаллической 

решётки по координатам нескольких узлов 

Запишем в матричном виде выражение, опреде-

ляющее координаты узлов кристаллической решёт-

ки в базовой системе координат относительно пара-

метров вращения системы координат решётки на 

основе индексов её узла.  
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( )1 2 3
, ,x x x , jx ∈ℝ – декартовы координаты узла в 

системе координат решётки, которые определяются  

относительно индексов узла решётки – ( )1 2 3
, ,k k k , 

jk ∈ℤ : 
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где , , , , ,a b c α β γ  – параметры, определяющие эле-

ментарную ячейку решётки [4], V  – объём ячейки: 

2 2 21 2 cos cos cos cos cos cos .V abc= + − − −α β γ α β γ
 

Матрица Λ  определяется как:  
2 2 2 2
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, 

где , 0,1,2,3
j

j =λ  кинематические параметры Эйле-

ра или Родрига–Гамильтона [3,5]: 

0
cos , sin , 1,2,3

2 2
j j

c j= = =
ϕ ϕ

λ λ . (3) 

Выражение (1) можно записать используя функ-

ции преобразования координат 
j

f относительно ин-

дексов узла решётки. 
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. (4) 

Далее, как и в работе [3], рассмотрим наблюде-

ние кристаллической решётки. Уравнение наблюде-

ния узла системы можно записать используя выра-

жения для функций преобразования координат. По-

скольку наблюдение решётки будем осуществлять в 

результате проецирования, то для определения урав-
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нения наблюдения можно использовать только две 

функции: 2 1 2 3( , , )f x x x  и 3 1 2 3( , , )f x x x . 

Введём векторную функцию наблюдения решёт-

ки ( )0 1 2 3
, , ,z λ λ λ λ  как набор функций преобразова-

ния координат узлов решётки: 
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где 
1 2 3 1 2 3

( , , ), ( , , )n n n m m m  и т.д. – координаты узлов 

в системе координат решётки. 

Также отметим, как было показано в работе [3], 

что параметры Эйлера ( )j tλ  могут быть рассмотре-

ны как функции, зависящие от времени t .Таким об-

разом, функции jz  также являются зависящими от 

времени t , и существуют производные , , ,j j jz z zɺ ɺɺ ɺɺɺ …  

Ответ на вопрос, является ли система наблюдае-

мой, определяется с помощью якобиана: 

I
∂Φ =  ∂ λ

, (6) 

где ( ), , ,...
T T T T

z z zΦ = ɺ ɺɺ . 

Если ранг матрицы I равен числу наблюдаемых па-

раметров �j, то система будет являться наблюдаемой. 

2. Определение наблюдаемости 

по координатам двух узлов 

Рассмотрим случай наблюдения только двух уз-

лов ( )1 2 3
, ,n n n  и ( )1 2 3

, ,m m m на проекции. Запишем в 

явном виде якобиан I , используя выражения, полу-

ченные в [3]: 
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Поскольку наблюдение двух узлов даёт потенци-
альную возможность определения всех параметров 

наблюдения, можно не использовать производные 

по времени. В этом случае критерием наблюдаемо-

сти является условие: 

det 0I ≠ . (8) 

Чтобы определить условия, при которых решётка 

будет ненаблюдаемой, необходимо решить уравне-

ние: 

det 0I = . (9) 

Вычислим определитель матрицы I , получим: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2

1 2 3 1 2 3 3

2 2 2

1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 2

det 64 64 16

16

I u u u u u u u

m n m n m n m n m n m n

= + − + + −

− − + − + −
, 

где ( ) ( )1 1 2 2 1 0 2 1 3
u m n m n= − −λ λ λ λ , 

( ) ( )2 1 3 3 1 0 3 1 2
u m n m n= − +λ λ λ λ , 

( ) ( )2 2 2 2

3 2 3 3 2 0 1 2 3
u m n m n= − + − −λ λ λ λ . 

Решая уравнение (9), можно получить полный 

набор условий ненаблюдаемости для любой пары 

наблюдаемых узлов. Необходимо отметить, что в 

действительности использование дополнительных 

производных не даёт новых выражений для опреде-

ления наблюдаемости решётки. 

Рассмотрим на простейшем примере алгоритм 

определения условий ненаблюдаемости для решётки 
с элементарной кубической ячейкой  для двух узлов 

с индексами ( )1,0,0  и ( )0,1,0 , параметры ячейки – 

: ( ), / 2a b c= = = = =α β γ π : 

1) Запишем уравнение (9): 

( ) ( )0 2 1 3 0 2 1 3
det 16 1 2 2 1 2 2 0I a= − − + + − =λ λ λ λ λ λ λ λ . 

2) Решаем уравнение, получаем условия, при вы-

полнении каждого из которых решётка будет нена-

блюдаема: 

0 2 1 3

0 2 1 3

1 2 2 0,

1 2 2 0.

− + =

+ − =

λ λ λ λ

λ λ λ λ
 

3) Используем выражения (3), получаем триго-

нометрические уравнения: 

2 1 3 1 3

2 1 3 1 3

sin cos 1,

sin cos 1.

c c c c c

c c c c c

+ = −


+ = +

ϕ ϕ

ϕ ϕ
 

4) Решаем уравнения, получаем значения для па-

раметров вращения, при которых решётка будет не-

наблюдаемой относительно выбранной пары узлов: 

если 
2

0c = , то 1 3

1 3

1
cos

c c

c c

±=ϕ ; 

если 
2 1 3

0 1 2 0c c c≠ ∧ ± = , то 
2

1 1
2 2
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c

= ±ϕ ; 

если 
1 3

1 2 0c c− ≠ , то 
2

2 2 1 3
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2 11
2 2 1

tan
c c c c

c c

± + −

−=ϕ ; 

если 
1 3

1 2 0c c+ ≠ , то 
2

2 2 1 3
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2 11
2 2 1

tan
c c c c

c c

± − −

+=ϕ . 

3. Определение наблюдаемости  

по координатам трёх узлов 

Рассмотрим случай наблюдения трёх узлов 

( )1 2 3
, ,l l l , ( )1 2 3

, ,n n n  и ( )1 2 3
, ,m m m на проекции. За-

пишем в явном виде якобиан I : 
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.

Если ранг матрицы I равен числу наблюдаемых 

параметров jλ , то система будет являться наблю-

даемой, т.е. должно выполняться условие: 

rank 4I = . (10) 

Чтобы определить условия наблюдаемости, в си-

лу симметрии относительно перестановки узлов до-

статочно рассмотреть две матрицы, например: 1I , 

полученную вычёркиванием 4-й и 6-й строки из мат-

рицы I , и 2I , полученную вычёркиванием 4-й и 5-й 

строки из матрицы I. 

Решая систему уравнений: 

1

2

det 0,

det 0,

I

I

=


=
 (11) 

можно определить полный набор условий, при ко-
тором соответствующие миноры матрицы будут 

равны нулю, следовательно, ранг матрицы будет 

меньше 4, а значит, решётка будет ненаблюдаемой. 

В тех случаях, когда наблюдению доступны ко-

ординаты более чем трёх узлов, после отбрасывания 

тех узлов, которые совпадают при применении к 

ним трансляции решётки, необходимо проверить 

выполнение условий наблюдаемости для каждой 

тройки узлов. 

Рассмотрим на простейшем примере алгоритм 

определения условий ненаблюдаемости для решётки 
с элементарной кубической ячейкой для трёх узлов 

с индексами ( )1,0,0 , ( )0,1,0  и ( )0,0,1 : 

1) Запишем уравнение для 
1

I : 

( )2 2 2 2

1 0 1 2 3
det 16 0I = + − − =λ λ λ λ . 

2) Запишем уравнение для 
2

I : 

( ) ( )2 0 3 1 2 0 2 1 3
det 64 0I = + − =λ λ λ λ λ λ λ λ . 

3) Используем (2), получаем систему тригоно-

метрических уравнений: 

( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

3 1 2 1 2 2 1 3 1 3

cos 1 1,

sin cos sin cos 0.

c c c c c c

c c c c c c c c c c
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
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ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
 

4) Решаем систему уравнений, получаем: 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
1 2 3

2 2 2
1 2 3

1

1

2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 1 3 2 3 1 2
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0 0.

c c c

c c c

c c c c c c c c

− − +

− − −
 =


+ − = ∨ + − =

ϕ
 

Отсюда получаем значения параметров враще-
ния, при которых система будет ненаблюдаемой: 

2
1

2
1

1

1

2 2

2 3

cos ,

0.

c

c

c c

+

−
 =


+ =

ϕ
;

2
2

2
2

1

1

2 2

1 3

cos ,

0.

c

c

c c

− +

− −
 =


− =

ϕ
;

2
3

2
3

1

1

2 2

1 2

cos ,

0.

c

c

c c

− +

− −
 =


− =

ϕ
 (12) 

При рассмотрении выбранной тройки узлов ре-

шётки в другом порядке мы получим те же самые 

условия. Таким образом, при выполнении любого из 

условий (12) все миноры четвёртого порядка матри-

цы I будут равны 0. 

Заключение 

В предположении о вращательном характере 

движения решётки относительно плоскости наблю-

дения получены аналитические выражения опреде-

ления наблюдаемости кристаллической решётки в 

общем случае при наблюдении двух и более узлов 

на проекции. Рассмотрены частные случаи для оп-

ределения условий наблюдаемости кубической 
ячейки при некоторых значениях индексов узлов. 

Необходимо отметить, что определение условий 

наблюдаемости кристаллической решётки для про-

извольного количества узлов было выполнено отно-

сительно параметров вращения. При этом было ис-

пользовано предположение о том, что параметры 

самой решётки, позволяющие однозначно опреде-

лить декартовы координаты узла по его индексам, 

являются известными. 

При натурных наблюдениях кристаллических 

решёток это предположение может быть верно лишь 
частично. Например, при проведении эксперимента 

могут быть известными только углы между базис-

ными векторами решётки, а сами длины сторон бу-

дут неизвестными.  

Предложенные алгоритмы определения наблюдае-

мости могут быть востребованы при расчёте парамет-

ров кристаллических решёток по наблюдениям в элек-

тронных микроскопах высокого разрешения [6]. Для 

оценивания параметров решётки в общем случае по-

требуется использовать большее число проекций, а 

значит, необходимо будет рассмотреть подходы к ре-

шению задачи определения наблюдаемости решётки 
при использовании большего числа проекций. 
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THE OBSERVABILITY OF THE CRYSTAL LATTICE BY MULTIPLE NODES  
UPON THE IMAGES OF THEIR PROJECTIONS 

A.V. Kupriyanov  
Image Processing Systems Institute of the RAS 

Abstract  

In paper the problem of the observability of a three-dimensional crystalline lattice is consid-
ered. In assumption of rotary motion in space relatively the projection plane the analytical expres-
sions for determination of the observability with the usage of two and more nodes of the lattice are 
presented The fulfillment of conditions for some special cases for a cubic mesh is viewed.  

Key words: a crystalline lattice, lattice node, observability, cinematic Euler's parameters. 
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