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Аннотация 

В работе рассматривается задача автокалибровки (определения внутренних параметров) 

камер, с которых получено несколько изображений одной и той же сцены. Решение этой за-

дачи является одним из основных этапов сквозной технологии построения 3D моделей 

сцен. Для вычисления матрицы внутренних параметров камер используется метод согласо-

ванной идентификации. Показано, что применение этого метода обеспечивает повышение 
точности и надёжности определения калибровочной матрицы камеры. 
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Введение 

Автокалибровка камер, заключающаяся в нахо-

ждении матрицы внутренних параметров камеры с 

использованием нескольких зарегистрированных ею 

изображений одной и той же сцены, является одной 

из ключевых проблем сквозной технологии по-

строения 3D моделей сцен. Знание матрицы калиб-
ровки необходимо для последующего определения 

положения камер, т. е. внешних параметров камеры. 

Задача решается в предположении, что внутрен-

ние параметры камеры: фокусное расстояниe и ко-

ординаты главной точки (пересечения главной оп-

тической оси с плоскостью проекций) – остаются 

неизменными при регистрации используемого набо-

ра изображений. Проблема состоит в том, что неиз-

вестны положение и ориентация камеры при съёмке. 

Решение данной задачи, как правило, осуществляет-

ся после нахождения фундаментальных матриц, свя-

зывающих точки попарно взятых изображений.  
В работе [1] предложен метод решения задачи на-

хождения параметров камеры по известным фунда-

ментальным матрицам, одним из этапов которого яв-

ляется решение переопределённой системы линей-

ных уравнений. В контексте данной конкретной 

задачи при решении этой системы возникают специ-

фические проблемы, связанные как с малым числом 

входящих в неё уравнений, так и со структурой век-

тора ошибок. В частности, далее будет показано, что 

каждая ошибка входит одновременно в три уравне-

ния. Поэтому каждая грубая ошибка в данных, полу-
чаемых на предшествующих этапах, дублируется. 

Для решения подобных задач с выбросами при от-

сутствии априорной информации применяются робаст-

ные методы – устойчивые к грубым ошибкам. Одним из 

наиболее популярных методов этого семейства является 

алгоритм RANSAC. В частности, этот алгоритм широко 

используется в задачах компьютерного зрения [2], [3], 

[4]. Тем не менее, в одной из предшествующих работ [2] 

авторами настоящей статьи показано, что, например, за-

дача нахождения фундаментальной матрицы по набору 

соответственных точек может быть решена более точно 

и надёжно с использованием метода согласованной 
идентификации по сравнению с алгоритмом RANSAC. 

В настоящей работе метод согласованной иденти-

фикации исследуется в рамках технологии определе-
ния параметров камеры, включающей решение пере-

определённой системы линейных уравнений, с целью 

выявления влияния на качество результата специфиче-

ской структуры вектора ошибок. В частности, иссле-

дуется возможность повышения точности и надёжно-

сти решения этой задачи в рамках метода [1] при ис-

пользовании алгоритма согласованной идентификации 

по сравнению с алгоритмом RANSAC. 

1. Формулировка задачи  

В задаче используется модель камеры-обскуры 

[5], для которой формирование двумерной проекции 

( ), ,1
T

m u v=  точки в трёхмерном пространстве 

( ), , ,1
T

X x y z=  может быть представлено как 

[ ]|m K R t X≅ ,  (1) 

где 

0

0
0

0 0 1

u

v

f u

K f v

γ 
 =  
  

 – матрица калибровки каме-

ры, R  и t  – матрица поворота и координатный век-

тор трансляции, а ≅  означает эквивалентность с 

точностью до масштаба (подобие). На рис. 1 приве-

дена система координат проективной камеры  

 
Рис. 1. Система координат проективной камеры 

Для приведённого рисунка / , /u vf f w f f h= = , 

где w  и h  – масштабы вдоль осей ox  и oy  (напри-

мер, расстояния между ячейками матричного фото-
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приёмника вдоль строк и столбцов), ( )0 0
,u v  – коор-

динаты главной точки относительно начала коорди-

нат фотоприёмника [6]. Параметр γ выражается че-
рез косинус угла между осями u и v и равен нулю в 

случае их ортогональности. 

В общем случае трёхмерные координаты точки 

могут быть заданы в системе, не совпадающей со 

стандартной системой координат камеры (её назы-

вают глобальной).  

На рис. 2 схематически показан переход от гло-

бальной системы координат к стандартной системе 

координат камеры. В этом случае элементы первой 
строки матрицы R  равны соответственно: 

�( )11 cos ,R OX OX ′′= , �( )12 cos ,R OY OX ′′= ,  

�( )13 cos ,R OZ OX ′′= . 

 
Рис. 2. Переход к системе координат камеры 

Для двух изображений, полученных при раз-

личном положении одной камеры с фиксирован-

ными внутренними параметрами, с учётом ограни-
чений эпиполярной геометрии можно записать со-

отношение (2): 

[ ] [ ]' '
TTFCF s e C e

× ×
= .  (2) 

Уравнение (2) – это классическое уравнение 

Круппа в матричном виде [7]. Здесь TC KK= , s  – 

неизвестный масштабирующий коэффициент, а F и 

'e  – соответственно фундаментальная матрица и век-

тор координат эпиполюса на втором изображении.  

Кососимметричная матрица [ ]'e
×
 формируется 

из 'e  и имеет следующий вид: 

[ ]
3 2

3 1

2 1

0 ' '

' ' 0 '

' ' 0

e e

e e e

e e
×

− 
 = − 
 − 

.  

Если имеется k изображений, можно составить 
2

kn C=  уравнений вида (2): 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]

11 1 1 1

2 2 2 2 2

' ' ,

' ' ,

' ' ,n

TT

TT

TT
n n n n

F CF s e C e

F CF s e C e

F CF s e C e

× ×

× ×

× ×

 =

 =




=

⋮

 (3) 

где iF  и [ ]'ie
×

 известны, а определению подлежат 

элементы матрицы: 

1 2 3

2 4 5

3 5 6

c c c

C c c c

c c c

 
 =  
  

  

Представив матрицу неизвестных параметров в 

виде вектора: ( )1 2 3 4 5 6

T
c c c c c c c= , уравне-

ния (3) можно переписать в виде системы линейных 

уравнений размерности 3 6k × : 

0Ac = , (4) 

где 

1 1

1

2 2

2

n n
n

L s R

L s R
A

L s R

 −
 

− =
 
 

−  

⋮
, (5) 

а матрицы 
kL  и 

kR  имеют вид: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

11 11 12 11 13 12 12 13 13

11 31 12 31 11 32 13 31 11 33 12 32 13 32 12 33 13 33

2 2 2
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2 2 2
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k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

F F F F F F F F F

L F F F F F F F F F F F F F F F F F F

F F F F F F F F F

 
 
 = + + + 
 
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, 

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2

3 2 3 2

2

2 3 2 1 3 1 2

2 2

3 1 3 1

0 0 0 ' 2 ' ' '

0 ' ' ' ' ' ' ' 0

' 0 2 ' ' 0 0 '

k k k k

k k k k k k k k

k k k k

e e e e

R e e e e e e e

e e e e

 −
 
 

= − − 
 
 −
 

. 

Вначале одним из методов нелинейной опти-

мизации определяются масштабные коэффициен-

ты 1 2, ,..., ns s s , доставляющие минимум наимень-

шему собственному значению матрицы A. Затем 

формируется (при с6
 
=

 
1) и решается, в общем 

случае переопределённая, система линейных 

уравнений относительно неизвестных коэффици-

ентов , 1,5ic i = . 

Поскольку решению задачи на втором этапе 

предшествуют этапы вычисления фундаментальной 

матрицы и масштабных коэффициентов, система 

уравнений может содержать выделяющиеся ошибки. 
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Притом структура системы уравнений такова, что 

ошибка в определении одного масштабного коэф-

фициента в (3) приводит к искажению сразу трёх 

соотношений. С этой точки зрения подходящим для 

решения системы представляется метод согласован-

ной идентификации, применявшийся в работе [2]. 

Задачей настоящей работы является сравнительное 

исследование влияния этих особенностей на качест-

во решения методом согласованной идентификации  

и алгоритмом RANSAC. 

В настоящей работе описывается техника при-
ведения исходной системы к виду, удобному для 

применения согласованной идентификации. В ча-

стности, предложено формировать подсистемы та-

ким образом, чтобы в них включались сразу все 

строки, относящиеся к одному масштабному коэф-

фициенту. 

Это дополнительное ограничение не ухудшает ка-

чества идентификации в силу одинакового воздейст-

вия ошибки в масштабном коэффициенте на все отно-

сящиеся к нему строки. При этом значительно умень-

шается объём производимых вычислений.  

2. Алгоритм получения согласованных оценок 

При задании коэффициента 6 1c =  однородную 

систему уравнений  можно записать в виде системы 

линейных уравнений вида: 

ˆ= +y Xc ξ, (6) 

где столбцы матрицы X  составлены из пяти первых 

столбцов матрицы A , а ( )3 1n ×  векторы y  и ξ  оп-

ределяются как  

( ) ( )
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n

s e c e e c e
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s e e c e c e e c e e c
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∗ ∗
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=
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n n nc e e c e∗ ∗

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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. 

Здесь ∆si – неизвестные ошибки определения 

масштабных коэффициентов, ic∗  – истинные (неиз-

вестные) значения элементов матрицы C. 

В методе согласованной идентификации [7] из 

исходной системы (5) формируется множество, на-

пример 
S
NC , так называемых подсистем нижнего 

уровня размерности M S N≤ <  (предполагается, 

что матрица X и все возможные матрицы, состав-

ленные из её строк, неособенные) [9]: 

k k k k= +y X c ξ , k 
=

 
1,

 
2,

 
…

 
. (7) 

по правилу 

T
k k=y G y , 

T
k k=X G X , 

T
k k=ξ G ξ , (8) 

где , 1, S
k Nk C=G  – невырожденные N S× -матри-

цы, составленные из S единиц и ( )1S N −  нулей так, 

что имеют место все возможные сочетания номеров 

строк, в которых содержатся единицы. 

Поскольку M S≤  и kRank S=G , для каждой 

сформированной описанным способом подсистемы 
нижнего уровня существует МНК-оценка: 

1ˆ [ ]T T
k k k k k k

−=c X X X G y . (9) 

Аналогичным образом (из нулей и единиц) стро-

ится множество N×P-матриц Hl: S P N< < , c ис-

пользованием которых формируются так называе-

мые подсистемы верхнего уровня: 

l l l l= +y X c ξɶɶɶ , (10) 

где по аналогии с (8) 

l

T
l =X H Xɶ , 

l

T
l =y H yɶ , 

l

T
l =ξ H yɶ , 1,l L= , P

NL C= . (11) 

В работе [9] рассматривался случай формирова-

ния всех возможных подсистем верхнего уровня. 

Для каждой такой подсистемы на соответствующих 

ей подсистемах нижнего уровня (2) вычисляется 

множество 
,

ˆ{ : 1, }
S

l l k Pk CΘ = =c , 1,
P
Nl C=  промежу-

точных оценок (9). Далее решается задача отыска-

ния номера подсистемы верхнего уровня l̂ : 

ˆ( ) min ( )l
l

W l W= Θ , (12) 

где ss 
,

,l k lc ∈Θ  1,k K=  – критерий взаимной близо-

сти, в данном случае определяемый как 

[ ] ( )2

, ,

, 1

ˆ ˆ
l

l l i l j
i j

W
Θ

=

Θ = −∑ c c , (13) 

притом что размерность подсистем нижнего уровня 

равна размерности вектора оцениваемых парамет-

ров: S M= . 

В данном случае, наряду с общей схемой форми-

рования подсистем верхнего уровня, рассмотренной 

в работах [9], исследуется алгоритм, учитывающий 

специфическую структуру матрицы. В частности, 

предлагается выбирать не все возможные подсисте-
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мы верхнего уровня, а только такие, у которых 

строки относятся к одному блоку, т.е. строки с но-

мерами вида 3 1, 3 2, 3 3i i i+ + + . 

При этом в каждую подсистему верхнего уровня 

попадают все строки, содержащие одну и ту же 

ошибку в определении масштабного коэффициента, 

либо не входит ни одной строки с такой ошибкой. 

При этом должно выполняться ограничение на раз-

мерность подсистемы верхнего уровня: 3P p= . 

3. Результаты экспериментальных исследований 

Сравнительные экспериментальные исследова-

ния проводились с целью сопоставления точности и 

надёжности определения внутренних параметров 
видеокамеры при использовании для решения полу-

ченной из (4) переопредёленной системы (6) метода 

наименьших квадратов (МНК), метода согласован-

ной идентификации (МСИ) и алгоритма RANSAC. 

Эксперименты проводились на наборах данных, ко-

торые моделировались следующим образом.  

Для заданной калибровочной матрицы камеры K 

и набора внешних параметров , , 1,i iR t i m=  форми-

ровались матрицы 

[ ] 2
, ' , 1, ,i i mF e i n n C

×
= = . 

С их использованием далее формировались матри-

цы 
kL  и 

kR  и в соответствии с (4), (5) вычислялись 

значения масштабных коэффициентов 1 2, ,..., ns s s . 

Моделирование различных ситуаций с использо-

ванием данных осуществлялось следующим обра-

зом. Элементы матрицы X и вектора y вычислялись 

по выражениям для элементов матриц 
kL  и 

kR , а 

вектор ошибок строился путём внесения ошибок 

is∆  в масштабные коэффициенты is . 

Компоненты вектора ошибок формировались та-

ким образом, чтобы для нормальных ошибок отно-

шение сигнал/шум находилось в пределах 20–40 дБ. 

Для аномальных ошибок отношение сигнал/шум за-

давалось в пределах 0–10 дБ.  

По полученным оценкам ĉ  вектора c  далее 

формировалась матрица 

1 2 3

2 4 5

3 5

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ 1

c c c

C c c c

c c

 
 =  
  

. 

Оценка K̂  исходной матрицы строится посред-

ством разложения Холецкого матрицы Ñ̂ : 

( )2

2 3 52 2 3 5
1 3 32 2

4 5 4 5

2

4 5 5

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ0

0 0 1

c c c c c c
c c c

c c c c
K

c c c

 − − − −
 − −

=  
 −
 
  

. 

Сравнительная оценка точности и надёжности 

алгоритмов производилась по элементам матрицы 

K . Точность определялась как норма разности ис-

ходной матрицы K  и её оценки, при этом иденти-

фикация считалась верной, если отношение нормы 

вектора погрешности к норме вектора параметров не 

превышало 0,15. 

Приведение результатов работы метода наимень-

ших квадратов не представляется целесообразным в 

силу того, что аномальные ошибки приводят к абсо-

лютной недостоверности полученных оценок.  

На рис. 3 приведены графики зависимости 

средних значений погрешности верных иденти-
фикаций от отношения сигнал/шум для нормаль-

ных ошибок при фиксированном отношении сиг-

нал/шум для аномальных (пунктир – для метода 

RANSAC, тёмный – для метода согласованной 

идентификации). 

 
Рис. 3. Средняя погрешность верных идентификаций 

На рис. 4 приведены графики зависимости 

числа ложных идентификаций на 100 экспери-

ментов от отношения сигнал/шум для нормаль-

ных ошибок.  

 
Рис. 4. Процент верных идентификаций 

Нетрудно заметить, что на всех реализациях метод 

согласованной идентификации показывает лучшие ре-

зультаты как по надёжности, так и по точности. 

Заключение 

Показано, что предложенная модификация алго-
ритма автокалибровки, основанная на использовании 

метода согласованной идентификации, позволяет по-

высить точность и надёжность по сравнению с более 

широко используемым для этой цели алгоритмом 

RANSAC. С учётом результатов работы [2] это от-

крывает возможность формирования сквозной тех-

нологии построения 3 D сцен на общей методологи-

ческой основе. 
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SOLVING A CAMERA AUTOCALIBRATION PROBLEM 

WITH A CONFORMED IDENTIFICATION METHOD 

Ye.V. Goshin, V.A. Fursov 
Image Processing Systems Institute of the RAS, 

S.P. Korolyov Samara State Aerospace University (National Research University) 

Abstract 

In this paper is considered a problem of camera autocalibration (intrinsic parameters identifica-

tion). This problem is an important part of 3D models building  technology. A conformed identifi-

cation method is used for intrinsic camera parameters evaluation. It is shown that using of this 

method enhances the accuracy and reliability of the identification of the calibration matrix of the 

camera. 

Key words: autocalibration, calibration matrix, camera model, stereoimages, conformed identi-

fication, fundamental matrix, projective geometry, epipolar geometry. 
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