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Аннотация 

В работе рассматривается алгоритм формирования инвариантов компонент декомпозиро-

ванного векторного поля, основанный на построении оператора гомотопии. Алгоритм форми-

рования инвариантов используется при распознавании образов векторных полей. 

Ключевые слова: распознавание образов, инвариант векторного поля, декомпозиция век-

торного поля, декомпозиция Ходжа–Гельмгольца, оператор гомотопии. 

Введение 

При распознавании образов векторных полей ал-

горитм определения инвариантов этих векторных по-

лей имеет практическое значение [1, 2]. В работе [2] 

рассматриваются инварианты векторных полей, оп-

ределяемых интегральными кривыми динамических 
систем, по отношению к действию специальной аф-

финной группы преобразований. В работе [3] рас-

смотрен метод построения функции трёхмерного изо-

бражения, инвариантной к действию групп вращения 

и переноса. В работах [4, 5] предложен метод по-

строения инвариантов векторных полей, основанный 

на декомпозиции Ходжа–Гельмгольца [6] на потен-

циальное и соленоидальное векторные поля. Однако 

при размерности многообразия векторного поля n ≥ 3 

декомпозиция Ходжа–Гельмгольца некорректна. 

Цель настоящей работы – построение алгоритмов 
декомпозиции векторного поля гладкой динамической 

системы ( ) ;
n n∈ ∈f x xR R  при n 

≥
 
3. Для достижения 

цели в работе решена задача построения потенциаль-

ной и соленоидальной компонент векторного поля 

формированием оператора гомотопии для дифферен-

циальной формы, соответствующей векторному полю 

f 
(x). Для компонент декомпозиции векторного поля 

могут быть построены инварианты, используемые при 

распознавания образов векторных полей. 

1. Декомпозиция векторного поля  

динамической системы 

Для решения задачи визуализации векторного 

поля ( )∂= ∂X f x x  динамической системы:  

( ) ( )
( )

; ; ;

0 0

n n= ∈ ∈

=

x f x x f x

f

ɺ R R
 (1) 

декомпозируем X  на потенциальную и векторную ком-

поненты [4, 5]. Для этого сформируем дифференциаль-

ную форму ( )d=ω f x x , соответствующую векторному 

полю X . Пусть в евклидовом пространстве с координа-

тами 
1
, , n

n
x x ∈… R  и метрическим тензором 

( ) ( )ij

ij ijg g= = δx x  задано векторное поле 

1

n

i

i i

f
x=

∂
=

∂∑v . Для соответствующей 1-формы 

1

d
n

i i

i

x
=

= ω∑ω  имеем /
i i ii

f gω = , следовательно, 

1

d
n

i i

i

f x
=

=∑ω  [7]. 

В отличие от методов визуализации, предложен-

ных в работах [4, 5], построим скалярный потенциал 

из векторного поля X  с применением оператора го-

мотопии с центром в точке 0 0≡x для формы 

( )d=ω f x x  (см. приложение 1):  

( ) ( ) ( )
1 1

0 0

d d
i

i

T

x
x

i ∂
∂

= λ λ = λ ⋅ λ∫ ∫ω ω x x f xH� . (2) 

Оператор гомотопии H  удовлетворяет тождеству: 

d d= +ω ω ωH H . Первый член разложения является 

точной формой ( ) ( )
1

0

d d dT

e

 
= = λ ⋅ λ 

 
∫ω ω x f xH , сле-

довательно, является замкнутой формой: 

( )( )d d d 0
e
= =ω ωH . Если считать ( ) ( )φ =x ω xH  

скалярным потенциалом, то потенциальное векторное 

поле ( / )x
′ϕ ∂ ∂x  является дуальным форме: 

( )d φ de x
′= =ω ω xH . 

Второй член разложения – aω  – является анти-

точной формой (по терминологии [8]) 

( )d da e= − = − =ω ω ω ω ω ωH H , причём: 

( )d 0a = =ω ωH H H . 

Из тождества d d e a= + = +ω ω ω ω ωH H  следует, 

что d d a=ω ω , так как dd 0=ω . Поэтому антиточная 

форма aω  инвариантна по отношению к преобразо-

ванию:  

2
;⇒ + Ω ∀Ω∈Λω ω H . (3) 

В случае, когда размерность евклидового про-

странства 
n
R  чётная, можно сформировать абсолют-

ный инвариант по отношению к преобразованию (3):  

( ) ( )2 2d d
n n

a a

M M

I = = ∈∫ ∫ω ω R , (4) 

который является количественной характеристикой 

антиточной формы на многообразии n
M ∈R . Вели-
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чина aI  не зависит от выбора точной части eω , по-

этому является инвариантной по отношению к ка-

либровке eω .  

В случае, когда размерность евклидового простран-

ства n
R  нечётная, можно сформировать относитель-

ный инвариант по отношению к преобразованию (3):  

( ) ( )
1 1

2 2d d
n n

a a a

M M

I
− −

∂ ∂

= = ∈∫ ∫ω ω ω ω R , (5) 

так как в соответствии с теоремой Стокса 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
d d d d d

k k k k

a a a

M M M M

d
− − −

∂

 = = = ∫ ∫ ∫ ∫ω ω ω ω ω ω ω  

получаем абсолютный инвариант в чётномерном 
пространстве. 

Пример 1. Рассмотрим уравнение осциллятора: 

1 2 2 1;x x x x= = −ɺ ɺ , для которого построим форму 

2 1 1 2d d
a

x x x x= = −ω ω ; 1 2d dd dx x= ∧ω ; на многооб-

разии { }22 | 1M x x= ∈ ≤R . Тогда значение абсо-

лютного инварианта:  

( ) ( )1 2
d 2d d 2

a

M M

I x x= = ∧ = π∫ ∫ω . (6) 

Если к форме прибавить точную компоненту: 
2 2

1 2
2 1 1 2

2 1 1 2 1 1 2 2

d d d
2

d d d d ,

x x
x x x x

x x x x x x x x

 +
= − ⇒ + = 

 
= − + +

ω ω
 

что соответствует ДС: 
1 2 1 2 1 2

;x x x x x x= + = − +ɺ ɺ , то 

значение интеграла не изменится.  

Для многообразия M  границей является: 

{ }22 | 1M x x∂ = ∈ =R . Для нахождения относитель-

ного инварианта проведём замену координат: 

1 2
cos ; sinx r x r= θ = θ , причём на границе многообра-

зия 1r = : [ ]{ }, | 1, 0 2M r r∂ = θ = θ∈ π… . Тогда 

d dr= θ = θω  и значение относительного инварианта:  

( )
2

1

0

d d 2
k

a

M M

I

π
−

∂ ∂

= = = θ = π∈∫ ∫ ∫ω ω ω R . □  (7) 

Из тождества d d
e a

= + = +ω ω ω ω ωH H  следует, 

что 
e

=ω ωH H , так как 0=ωHH . Поэтому точная 

форма 
e

ω  инвариантна по отношению к калибровке 

( )0
d ; x⇒ + σ ∀σ∈Λω ω . 

В соответствии с теоремой Гаусса–

Остроградского на компактном (замкнутом) одно-

связном многообразии 
n

M ∈R :  

( )d , d
e e M e M

M M

I V V∂
∂

= ∇⋅ = ∈∫ ∫X f n R , (8) 

где d
M

V  – элемент объёма многообразия M , d
M

V∂  – 

элемент объёма границы многообразия M∂ , n  – 

внешний вектор нормали к границе M∂ , 
e

X  – век-

торное поле, соответствующее точной компоненте 

e
ω . Величина 

e
I  не зависит от выбора антиточной 

части 
a

ω , поэтому является инвариантной по отно-

шению к калибровке 
a

ω . В качестве многообразия 

M  можно выбрать многообразие, границей которого 

M∂  является эквипотенциальная гиперповерхность  

( ) ( )1 1
, , , , const

n n
x x x xϕ = =ω… …H . 

Пример 2. Для динамической системы 

1 2 1 2 1 2
;x x x x x x= + = − +ɺ ɺ  построим форму 

( ) ( )2 1 1 1 2 2
d d

a e
x x x x x x= + + − + = +ω ω ω , причём  

( ) ( )
1

0

2 2

1 2
1 1 2 2

d d d

d d d ,
2

T

e

x x
x x x x

 
= = λ ⋅ λ = 

 

 +
= = + 

 

∫ω ω x f xH

  

откуда потенциал следует выбрать в форме: 

( )
2 2

1 2
1 2
,

2

x x
x x

+
ϕ =  и 

1 2

1 2

e
x x

x x

∂ ∂
= +

∂ ∂
X ; 2

e
∇ ⋅ =X . 

Построим многообразие M , ограниченное гра-

ницей M∂ , которая определяется эквипотенциаль-

ной поверхностью ( )
2 2

1 2
1 2
,

2

x x
x x C

+
ϕ = = .  

В соответствии с правой частью теоремы Гаус-

са–Остроградского:  

( ) 2
d 2 d 2 4

e e

M M

I V V r C= ∇⋅ = = π = π∫ ∫X .  

В соответствии с левой частью теоремы Гаусса–

Остроградского: , d
e e M

M

I V∂
∂

= ∫ f n . Границей явля-

ется окружность 
2 2

1 2 2x x C+ = . Проведём замену ко-

ординат: 1 2cos ; sinx r x r= θ = θ , причём 2r C= . 

Тогда: ( )cos sin
e

r r= θ θf ; 

d d
M

V r∂ = θ ; ( )cos sin= θ θn , откуда: 

( ) ( )
2

0

cos sin , cos sin d

4 . 

eI r r r

C

π

= θ θ θ θ θ =

= π

∫
□

 

Рассмотрим пример построения абсолютного инва-

рианта методом построения оператора гомотопии для 

векторного поля нелинейной динамической системы. 

Пример 3. Рассмотрим нелинейную динамиче-

скую систему 3 3

1 2 1 2 1 2
0,1 ; 0,1x x x x x x= + ⋅ = − + ⋅ɺ ɺ  с век-

торным полем:  

( ) ( )3 3

2 1 1 2

1 2

0,1 0,1x x x x
x x

∂ ∂
= + ⋅ + − + ⋅

∂ ∂
X ,  

для которого построим соответствующую форму: 

( ) ( )3 3

2 1 1 1 2 2
0,1 d 0,1 dx x x x x x= + ⋅ + − + ⋅ω . 

Точная компонента ωωωωe может быть найдена при-
менением оператора гомотопии:  

( ) ( )
1

0

4 4

3 31 2

1 1 2 2

d d d

0,1 0,1
d 0,1 d 0,1 d ,

4

T

e

x x
x x x x

 
= = λ ⋅ λ = 

 

 +
= = + 

 

∫ω ω x f xH
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откуда найдём потенциал ( ) ( )4 4

1 2 1 2
, 0,025x x x xϕ = +  и 

векторное поле, соответствующее точной компоненте: 

3 3

1 2

1 2

0,1 0,1
e

x x
x x

∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂
X ; ( )2 2

1 2
0,3

e
x x∇ ⋅ = +X . 

Векторное поле, соответствующее антиточной компо-

ненте: 
2 1

1 2

. 
a e

x x
x x

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
X X X  Значение абсо-

лютного инварианта на многообразии 

{ }22 | 1M x x= ∈ ≤R : ( )d 2
a

M

I = = π∫ ω  (см.(6)). □  

Основным результатом первого раздела является 

алгоритм нахождения инварианта антиточной ком-

поненты дифференциальной формы: абсолютного – 

(4) и относительного – (5), а также инварианта точ-

ной компоненты дифференциальной формы – (8).  

2. Декомпозиция векторного поля  

динамической системы ( ) ⋅x = A x xɺ   

В приложении 2 показано, что гладкая динами-

ческая система ( )=x f xɺ ; ( ) =f 0 0  может быть пред-

ставлена в форме ( ) ⋅x = A x xɺ . В свою очередь, пра-

вая часть выражения A (x)·x может быть декомпози-

рована в форме [9]:  

( ) ( ) ( )( )⋅ = ⋅A x x J x + R x x , (9) 

где J (x) = 0,5·(A (x) – A(x)T ) – кососимметрическая ком-

понента матрицы A (x); R (x) = 0,5·(A (x) + A(x)T ) – сим-

метрическая компонента матрицы.  

Для векторных полей ( ) ( )/∂ ∂J x x x  и 

( ) ( )/∂ ∂R x x x  построим соответствующие диффе-

ренциальные формы в дуальном базисе: 

ωωωωJ = (J (x) x) dx и  ωωωωR = (R (x) x) dx. 
Пусть A(x)=A. Применим оператор гомотопии 

для формы Jω :  

( )( ) ( )( )

( )( )
1 1

0 0

d

 d d d 0.
T

i

= =

= λ λ = λ λ =∫ ∫

Jω x Jx x

J x x x J x

H� H�

X

 (10) 

Применив оператор гомотопии для формы ωωωωR, 

получим скалярную потенциальную функцию ( )φ x :  

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
1 1

0 0

φ

1
d d .

2

T T

d

i d

= = =

= λ λ = λ λ =∫ ∫

Rx ω x Rx x

R x x x R x x Rx

H� H�

X

  (11) 

Так как ( )( ) 0=Jω xH� , то 

( )( ) ( )( ) ( )φ= =A Rω x ω x xH� H� . 

Следовательно, потенциальное векторное поле 

системы:  

( )( ) ( )
g

∂ ∂ϕ
= = =∂ ∂

Rω x x
f Rxx x

H�
. (12) 

Тангенциальное векторное поле системы f t (x) 

можно представить в форме:  

( ) ( )t g
= ⋅ − =f x A x f x Jx . (13) 

Применим оператор внешнего дифференцирова-

ния (exterior differentiation) для формы Rω : 

( )( )d d d 0= =Rω Rx x , и для формы Jω : 

( )( )
1 1

d d d d
n n

ij i j

i j

d J x x
= =

= = ∧ =∑∑J Aω Jx x ω . Компо-

нентам разложения: d d e a= + = +ω ω ω ω ωH H  мож-

но сопоставить: ( ) ( )d
e
= =A Rω ω Rx x ; 

( ) ( )d
a
= =A Jω ω Jx x . 

Пример 4. Рассмотрим пример декомпозиции 

линейной системы: ⋅x = A xɺ ; 

5 2 4

4 7 6

6 8 9

 
 =  
 
 

A . Сим-

метрическая компонента матрицы A : 

( )
5 3 5

0,5 3 7 7

5 7 9

T

 
 = ⋅ + =  
 
 

R A A ; кососимметрическая 

компонента: ( )
0 1 1

0,5 1 0 1

1 1 0

T

− − 
 = ⋅ − = − 
 
 

J A A .  

Применим оператор гомотопии к симметриче-

ской части дуальной дифференциальной формы и 

получим скалярный потенциал:  

( ) ( )( )
1

0

5 3 5

φ  3 7 7 d d

5 7 9

i ∂
∂

  
  = = λ λ =  
  
  

∫R
x

x

x ω x x xH�  

( )( )
5 3 5

1
3 7 7 .

2
5 7 9

T

 
 = = 
 
 

Ax x ω xH�  

Следовательно, потенциальное векторное поле 

системы: 
( )

5 3 5
φ

3 7 7

5 7 9

g

 
∂  = = =  ∂  

 

x
f Rx x

x
; а танген-

циальное векторное поле системы: 

( )
0 1 1

1 0 1

1 1 0

t g

− − 
 = − = = = − 
 
 

f f f A - R x Jx x .  

Заключение 

Рассмотрен метод декомпозиции векторного поля 
динамической системы на основе построения опера-

тора гомотопии. Построены инварианты для компо-

нент декомпозиции векторного поля. Алгоритм фор-

мирования инвариантов используется при распозна-

вании образов векторных полей. Предполагается рас-

пространение метода декомпозиции для векторного 

поля на аффинных и евклидовых группах. 
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Приложение 1. 

Метод оператора гомотопии [8] 

Обозначим элементы тангенциального векторно-

го пространства в точке n∈x R :  

( ) ( ) ( )
1

;
n

i i

i i

f f
x=

∂
= ∈

∂∑X x x x R ;  

элементы котангенциального пространства (диффе-

ренциальные формы): ( ) ( )
1

d ,
n

i i i

i

x
=

= ω ω ∈∑ω x x R . 

Для дифференциальных форм можно ввести диффе-

ренциальный оператор d  со свойствами:  

(i) ( )1 2 1 2
d d d+ = +ω ω ω ω ;  

(ii) ( )d d
i

i

x
x

∂φ
φ = =

∂
ω x ; (iii) ( )d d 0=ω ,  

и оператор внутреннего произведения (interior 

product): ( )( ) ( )1 1 1 1
, , , , ,

p p
i − −=Xω X X ω X X X… … ;  

для случая ( )deg 1k = =ω : ( )i =Xω ω X .  

Согласно лемме Пуанкаре – если локальная об-

ласть U M∈  стягивается в точку и форма ω  – замк-

нутая, то существует такая форма α  в U , что 

d=ω α . Получение формы α  по значениям формы 

ω  может быть основано на построении оператора 

гомотопии 1
:

k k−Λ →ΛH , действующего на форму  

ω : ( )( )
( )

( )
0

1

1

0

 d
i i

i

k

x x
x

i
−

∂
−

∂

= λ ⋅λ λ∫ω x ω xH ; ( )degk = ω .  

При 1k = ; 0
0≡x : ( )( ) ( )

1

0

d
i

i
x

x

i ∂
∂

= λ λ∫ω x ω xH .  

Свойства оператора гомотопии: (i) d d+ =H H I ; 

(ii) ( )( )( ) ( )( )0
0; 0

i i
x x= =ω ωH H H ; (iii) 0

i
i

x
x

i ∂
∂

=H .  

Первый член разложения формы ( )d d= +ω ω ωH H  

– точная форма ( )d
e
=ω ωH  является замкнутой; фор-

ма da =ω ωH  является антиточной. Для случая 

d= φω  получим: ( )( ) ( ) ( )0
dφ = φ − φx x xH . 

Приложение 2  

Метод приведения к форме ( )= ⋅x A x xɺ . В рабо-

те [10] представлен точный метод приведения глад-

кой динамической системы: ( ) ( );= =x f x f 0 0ɺ ; 

( ), n∈x f x R ; к форме ( )  = ⋅x A x xɺ ; ( ) n n×∈A x R : 

( )ija=A ; ( ) ( )
1

2

1

, 0
n

ij k i j

k

a x f x

−

=

 
= ≠ 
 
∑x x x . Выбор 

матрицы A  не является однозначным; так замена 

( ) ( ); 
ij k ik j

m x m x− φ + φx x  не меняет формы пред-

ставления. 
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Abstract  

The algorithm for the formation of invariants decomposed component vector field, based on 

the construction of the homotopy operator is proposed in this paper. The algorithm of formation of 

invariants used in pattern recognition of vector fields. 
Key words: pattern recognition, the invariant of vector field, the decomposition of vector field, 

Hodge-Helmholtz decomposition, homotopy operator. 
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