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Аннотация 

В данной работе представлен новый оптимизационный метод для расчёта осесиммет-
ричных оптических элементов светодиодов, формирующих заданные узкоугольные распре-
деления освещённости. Метод основан на использовании разработанной процедуры быст-
рой трассировки лучей, в которой используется аппроксимация оптических поверхностей 
набором усечённых конусов. В качестве примера рассчитан оптический элемент, форми-
рующий равномерно освещённую круглую область с угловым размером 60° для ламбертов-
ского протяжённого источника излучения 1 1×  мм. Световая эффективность рассчитанного 
оптического элемента составляет около 91,5 %, среднеквадратичное отклонение сформиро-
ванного распределения освещённости от заданного – менее 5 %. 
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Введение 

При создании современных светодиодных про-
жекторных систем используются оптические эле-
менты (так называемая «вторичная оптика» свето-
диода), формирующие заданные распределения ос-
вещённости с малым угловым размером. Такие оп-
тические элементы содержат как минимум три по-
верхности: внутреннюю поверхность, через которую 
осуществляется ввод излучения в оптический эле-
мент; боковую поверхность, работающую по прин-
ципу полного внутреннего отражения и поворачи-
вающую боковые лучи от источника; и верхнюю по-
верхность, через которую световой поток выходит 
из оптического элемента (рис. 1).  

 
Рис. 1. Оптический элемент с боковой поверхностью, 

работающей по принципу полного внутреннего 
отражения 

Расчёт поверхностей таких оптических элемен-
тов является весьма сложной задачей. В случае то-
чечного источника излучения её решение приводит 
к интегрированию системы дифференциальных 

уравнений первого порядка. В случае протяжённого 
источника излучения для расчёта оптических по-
верхностей используются различные оптимизаци-
онные методы, позволяющие подобрать их парамет-
ры и обеспечить наиболее точное формирование за-
данного распределения освещённости. Данный под-
ход широко применяется в коммерческих про-
граммных продуктах TracePro [1], LightTools [2] и 
т. д. Использование вышеприведённых программ-
ных продуктов требует серьёзной квалификации, 
больших временных затрат (порядка нескольких 
дней на процедуру расчёта одного элемента) и дале-
ко не всегда приводит к желаемому результату. 

В опубликованных на настоящий момент и из-
вестных авторам работах по расчёту оптических 
элементов, работающих по принципу полного 
внутреннего отражения [3-6], не предложено како-
го-либо общего подхода к расчёту их поверхно-
стей, учитывающего протяжённый характер источ-
ника излучения. В работе [3] рассмотрено только 
решение задачи коллимирования лучей от источ-
ника. В работе [4] для формирования узкоугольных 
равномерных распределений освещённости в пря-
моугольных и гексагональных областях предлага-
ется использовать оптические элементы с внутрен-
ней коллимирующей поверхностью и внешней по-
верхностью, представляющей собой массив микро-
линз. К сожалению, данное решение не является 
универсальным и не позволяет формировать рав-
номерно освещённые круглые области. В работах 
[5, 6] используется приближение точечного источ-
ника. Таким образом, при проектировании ком-
пактных оптических элементов представленные в 
них решения могут быть использованы только в 
качестве начального приближения для дальнейшей 
оптимизации.  

В данной работе представлен универсальный оп-
тимизационный метод для расчёта оптических эле-
ментов, работающих по принципу полного внутрен-
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него отражения, учитывающий протяжённый харак-
тер источника излучения. Начальное приближение, 
используемое при оптимизации, получается путём 
численного решения задачи формирования заданно-
го распределения освещённости для случая точечно-
го источника, что обеспечивает хорошую сходи-
мость оптимизационного метода. При расчёте 
функции ошибки применяется специальная проце-
дура быстрой трассировки лучей, сокращающая 
время оптимизации до нескольких десятков минут. 
В качестве примера в работе приведены результаты 
моделирования рассчитанного оптического элемен-
та, формирующего равномерное распределение ос-
вещённости в круглой области с угловым размером 
60° от протяжённого ламбертовского источника из-
лучения 1 1×  мм. Световая эффективность получен-
ного оптического элемента составляет 91,5 %, а 
среднеквадратичное отклонение формируемого рас-
пределения освещённости от заданного – менее 5 %.  

1. Расчёт профиля оптического элемента 
при точечном источнике излучения 

Рассмотрим задачу расчёта оптического элемен-
та, работающего по принципу полного внутреннего 
отражения и формирующего заданное распределе-
ние освещённости 0( )E ρ  в круглой области в вы-

ходной плоскости z f=  от точечного источника 

излучения с интенсивностью ( )I ϕ , расположенного 

в начале координат. Решение данной задачи может 
быть сведено к интегрированию системы диффе-
ренциальных уравнений первого порядка, разре-
шенных относительно производных. 

Профиль оптического элемента изображён на 
рис. 2. Часть AB профиля преломляет световой пу-
чок от источника излучения и формирует полное за-
данное распределение освещённости.  

 
Рис. 2. Преломление лучей на поверхности AB 

оптического элемента 

Часть BC является конической поверхностью с 
заданным углом наклона .α  Она перенаправляет 
лучи на боковую поверхность EF, работающую по 

принципу полного внутреннего отражения и форми-
рующую, так же как и часть AB, полное заданное 
световое распределение. Верхняя поверхность GH 
является плоской и используется для вывода излу-
чения из оптического элемента. Части FG, CD, DE 
являются «инженерными» и могут использоваться 
для крепления оптического элемента. Части BC, CD, 
DE, FG, GH профиля задаются отрезками и одно-
значно определяются параметрами задачи. Рассмот-
рим расчёт частей AB и EF профиля. 

Для нахождения части AB профиля запишем 
дифференциальное уравнение для модуля её радиус-
вектора [7]: 
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где ( )ABβ ϕ  и [ ]max0;ϕ∈ ϕ  – угловые координаты 

преломлённого и падающего на поверхность AB лу-
чей соответственно, а n  — показатель преломления 

оптического элемента. Угловая координата ( )ABβ ϕ  

может быть выражена через координату ( )ρ ϕ  точки 

пересечения луча и выходной плоскости следую-
щим образом: 

( ) ( )1
arcsin sin arctanAB n f

  ρ ϕ
 β ρ =    

  
. (2) 

Зависимость ( )ρ ϕ  определяется из закона со-

хранения светового потока. Световой поток, излу-
чённый в элементарный телесный угол 
d 2 sin dΩ = π ϕ ϕ , должен быть равен световому по-

току, попадающему на соответствующую элемен-
тарную площадку в выходной плоскости 

( ) ( )d 2 dS = πρ ϕ ρ ϕ : 

( ) ( )( ) ( ) ( )02 sin d 2 dI Eϕ π ϕ ϕ = ρ ϕ πρ ϕ ρ ϕ . (3) 

После замены ( ) ( ) ( )22 d dρ ϕ ρ ϕ = ρ ϕ  в уравнении 

(3) получим следующее дифференциальное уравнение: 
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0
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d

I

E

ρ ϕ ϕ ϕ
=

ϕ ρ ϕ
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Уравнение (4) является разрешённым относи-
тельно производной и может быть численно проин-
тегрировано, например, с помощью метода Рунге–
Кутты [8]. 

Для расчёта части профиля EF, работающей по 
принципу полного внутреннего отражения, запишем 
уравнение наклонов [9]: 

1 1

d d d
,

d d d
EF EF EF

x z

x z
s s

Ψ
= +

ψ ψ ψ
 (5) 

где ( )EFΨ ψ  – это функция эйконала в точке 

( ),0,EF EFS x z=  на поверхности EF, 2ψ = π − ϕ  – 
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угол между соответствующим лучом, исходящим от 
источника, и осью Ox, а 1 (sin ,0,cos )EF EFs = β β  – 

единичный вектор отражённого луча (рис. 3). 

 
Рис. 3. – Отражение лучей на поверхности EF 

оптического элемента 

Учитывая, что функция эйконала численно равна 
оптической длине пути луча ( ) ( )EF BCr nlΨ = ψ + ψ  

[10], запишем её производную как 

( ) ( )( )d dd d

d d d d
BC BC

r nl r l
n

ψ + ψΨ = = +
ψ ψ ψ ψ

. (6) 

Координаты EFx , EFz  в правой части уравнения 

(5) могут быть выражены из векторного соотноше-
ния 0EF BC l= +r r s  или 

cos cos ,

sin sin ,
EF BC

EF BC

x r l

z r l

= ψ + γ
= ψ + γ

 (7) 

где 
( )sin

arcsin
n

ψ − α
γ = α +  – угол между прелом-

лённым на поверхности BC лучом и прямой, парал-
лельной оси Ox (рис. 4). 

 
Рис. 4. Преломление на поверхности BC  

оптического элемента 

После подстановки выражений (6), (7) в уравне-
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Уравнение (8) содержит в правой части функции 

( )BCr ψ , ( )BCr ′ ψ , ( )γ ψ
.
, ( )′γ ψ , которые можно счи-

тать известными, так как нам известна форма части 
BC профиля. Функция лучевого соответствия 

( )EFβ ψ  может быть определена, как и в случае по-

верхности AB, из закона сохранения светового пото-
ка. Таким образом, задача расчёта профиля оптиче-
ского элемента, изображённого на рис. 1, имеет точ-
ное решение, которое сводится к численному интег-
рированию независимых линейных дифференциаль-
ных уравнений (1), (4), (8), разрешённых относи-
тельно производных. Как уже упоминалось выше, 
данная операция может быть выполнена с помощью 
метода Рунге–Кутты [8]. 

2. Расчёт оптических элементов 
 при протяжённом источнике излучения 

Уравнения (1), (4), (8), были получены для при-
ближения точечного источника излучения. Рассмот-
рим оптимизационный метод, позволяющий рассчи-
тать части AB и EF профиля оптического элемента с 
учётом размеров источника. 

В качестве начального приближения при опти-
мизации будем использовать оптический элемент, 
полученный интегрированием уравнений (1), (4), 
(8). Параметризуем части AB и EF, аппроксимировав 
их кубическими сплайнами. В этом случае форма 
оптического элемента полностью определяется па-
раметрами сплайнов, а именно: значениями функ-
ции iz  и её производной xiz′  в узлах сплайновой 

сетки ix . В качестве функции ошибки будем ис-

пользовать относительное среднеквадратическое от-
клонение (ОСКО) формируемого распределения ос-
вещённости в выходной плоскости: 

( ) ( ) ( )( )0

0

1 1
, ; , d d ,

S

E u v E u v u v
SE

ε = −∫c c  (9) 

где S  – освещаемая область, S  – её площадь, 

( )0 ,E u v  – требуемое распределение освещённости, 

0E  – его среднее значение, ( ), ;E u v c  – распределе-

ние освещённости, формируемое оптическим эле-
ментом с вектором параметров c . 

Решение данной оптимизационной задачи даже 
при небольшом числе оптимизируемых параметров 
приводит к многократному вычислению функции 



Оптимизационный метод для расчёта TIR оптических элементов… Моисеев М.А., Борисова К.В., Бызов Е.В., Досколович Л.Л. 

54 Компьютерная оптика, 2013, том 37, №1 

ошибки (9). Для вычисления формируемого распре-
деления освещённости ( ), ;E u v c , входящего в вы-

ражение (9), необходимо использовать процедуру 
трассировки лучей [11]. Классические реализации 
данной процедуры обладают высокой вычислитель-
ной сложностью, например, в коммерческом про-
граммном обеспечении TracePro® для оценки фор-
мируемого распределения освещённости при ста 
тысячах лучей требуется порядка нескольких минут. 
Время всей оптимизации в TracePro® может зани-
мать десятки или сотни часов, в зависимости от 
сложности задачи. Ниже предложен метод быстрой 
трассировки лучей, позволяющий существенно со-
кратить время расчёта распределения освещённости 
и, как следствие, уменьшить время оптимизации. 

3. Метод быстрой трассировки 

Большинство техник трассировки лучей основа-
ны на аппроксимации оптических поверхностей на-
бором примитивов и последующем поиске точек пе-
ресечения трассируемых лучей с полученными при-
митивами. В коммерческом программном обеспече-
нии (TracePro®, LightTools®) в качестве примити-
вов используются NURBS-сплайны [12, 13], позво-
ляющие с высокой точностью аппроксимировать 
поверхности при небольшом количестве сегментов 
сплайна. Недостатком данного подхода является 
высокая вычислительная сложность поиска точки 
пересечения луча и поверхности. Другой распро-
странённый метод трассировки лучей заключается в 
представлении поверхностей набором треугольни-
ков и построении на их основе k-мерного бинарного 
дерева. Для достаточно точного представления оп-
тических поверхностей число треугольников долж-
но составлять от нескольких десятков до нескольких 
сотен тысяч, что в конечном итоге также приводит к 
большой вычислительной сложности задачи трасси-
ровки. В данной работе предлагается использовать 
представленный ниже метод трассировки лучей че-
рез осесимметричные поверхности, основанный на 
представлении поверхностей набором усечённых  
конусов. В этом случае общее количество примити-
вов составляет несколько десятков, а сама процеду-
ра трассировки занимает время порядка одной се-
кунды. 

 
Рис. 5. Аппроксимация кривой ( )tr  ломаной линией 

Рассмотрим расчёт усечённых конусов для слу-
чая поверхности вращения вокруг оси Oz, профиль 

которой задаётся кривой ( ) ( ) ( )( ),t x t z t=r  с кри-

визной ( )R t , где t  — натуральный параметр. Эта 

кривая может быть аппроксимирована ломаной ли-
нией с точностью δ  по следующему алгоритму 
(рис. 5): 
1. Выбираем начальную точку ломаной линии 0p , 

совпадающую с началом 0 0t =  кривой ( )tr . 

2. Рассчитываем приращение натурального пара-
метра по формуле 

( )8i it R t∆ = δ . (10) 

3. Если значение ti+∆ti больше длины кривой, в каче-
стве конечного узла pi+1 ломаной выбирается ко-
нечная точка кривой и процесс аппроксимации за-
вершается. В противном случае в качестве сле-
дующего узла ломаной pi+1 используется точка 
r(ti+∆ti) и аппроксимация продолжается с шага 2. 
После расчёта всех узлов ( ),i ix z  профиля усе-

чённые конусы (кольца), представляющие поверх-
ность оптического элемента, определяются следую-
щими выражениями: 
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Профиль оптического элемента на рис. 1 состоит 
из шести частей. Для аппроксимации поверхности 
оптического элемента усечёнными конусами преоб-
разуем части AB и EF профиля в ломаные. Отметим, 
что части поверхности BC, CD, DE, FG и GH явля-
ются или плоскими (CD и GH), или коническими 
(BC), или цилиндрическими (DE, FG). Таким обра-
зом, приближение поверхности оптического элемен-
та набором усечённых  конусов позволяет точно 
представить части BC, CD, DE, FG и GH, что явля-
ется дополнительным преимуществом данной трас-
сировки. 

Поиск точки пересечения луча и i-го усечённого 
конуса сводится к решению следующей системы 
уравнений: 

( )22 2

0

0

0

1

,

,

,

,

,

i i

x

y

z

i i

x y k z b

x x s t

y y s t

z z s t

z z z+

 + = +


= +
 = +
 = +
 ≤ ≤


 (12) 

где ( )0 0 0, ,x y z  – это координаты начала луча, а 

( ), ,x y zs s s  – координаты его единичного вектора. 

После подстановки последних трёх уравнений сис-
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темы (12) в первое получим квадратное уравнение 
относительно t : 

( )

2

2 2 2 2

2
0 0 0

2 2 2 2 2
0 0 0 0

0,

,

2 ,

2 .

x y i z

x y i z i i z

i i i i

At Bt C

A s s k s

B x s y s k z s k b s

C x y k z b k b z

+ + =
= + −

= + − −

= + − − −

 (13) 

Необходимо отметить, для частей CD и GH по-
верхности оптического элемента коэффициенты B , 
C  уравнения (13) не определены, так как в этом 
случае усечённые конусы вырождаются в плоские 
поверхности, ограниченные двумя концентрически-
ми окружностями. Точка пересечения для этих час-
тей определяется из решения следующей системы 
уравнений: 

0

0

0

2 2 2 2
1

,

,

,

,

x

y

i z

i i

x x s t

y y s t

z z s t

R x y R+

= +
 = +
 = +
 ≤ + ≤

 (14) 

где iR  и 1iR+  – радиусы окружностей, ограничи-

вающих плоскую поверхность. 
Уравнения (12)–(14) описывают процедуру бы-

строй трассировки. Несмотря на то, что вычисление 
точки пересечения сводится к решению квадратно-
го, а не линейного уравнения, как в случае с тре-
угольными примитивами, общее время трассировки 
уменьшается на несколько порядков в связи с ма-
лым числом усечённых конусов. 

4. Результаты расчёта оптических элементов 

Предложенный выше метод расчёта оптических 
элементов был реализован в среде программирова-
ния Matlab®. На рис. 6 приведён профиль оптиче-
ского элемента, формирующего равномерное рас-
пределение освещённости в круглой области с угло-
вым размером 60°  при точечном ламбертовском ис-
точнике.  

 
Рис. 6. Профиль оптического элемента, 

рассчитанного интегрированием уравнений (1), (4), (8) 

Профиль на рис. 6 рассчитан с помощью выра-
жений (1), (4), (8), высота оптического элемента со-
ставляет 8,6 мм, а его диаметр – 14,0 мм. При расчё-

те предполагалось, что показатель преломления оп-
тического элемента 1,493n = . 

На рис. 7 показано промоделированное распреде-
ление освещённости, формируемое оптическим эле-
ментом на расстоянии 10z =  м от точечного ламбер-
товского источника для 500 000 лучей. Световая эф-
фективность элемента составляет 91,7 %, а ОСКО 
формируемого распределения – 2 %. Отметим, что 
полученное значение световой эффективности явля-
ется близким к максимально достижимому (92,16 %), 
так как даже в случае нормального падения на пре-
ломляющую поверхность 4 % светового потока от-
ражается вследствие френелевских потерь. 

а)  

б)  
Рис. 7. Распределение освещённости, формируемое 

профилем оптического элемента на рис. 6  
при точечном источнике излучения.  

Полутоновое распределение освещённости (а);  
профили распределения освещённости (б) 

На рис. 8 приведены результаты моделирования 
формируемого распределения освещённости при 
протяжённом источнике излучения 1 1×  мм2 для 
500 000 лучей. Полученное распределение освещён-
ности не является равномерным, уровень освещён-
ности в центре составляет порядка 60 % от требуе-
мого, а ОСКО превышает 12 %. 

Приведённые на рис. 8 результаты моделирова-
ния оптического элемента, рассчитанного из урав-
нений (1), (4), (8), подтверждают необходимость ис-
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пользования оптимизационного метода для учёта 
размеров источника.  

a)  

б)  
Рис. 8. Распределение освещённости, формируемое 

профилем оптического элемента на рис. 6  
при протяжённом источнике излучения.  

Полутоновое распределение освещённости (а);  
профили распределения освещённости (б) 

Поверхности AB и EF были представлены сплай-
нами с 2 и 3 сегментами, соответственно. Таким об-
разом, задача расчёта была сведена к задаче оптими-
зации с 10 параметрами. При вычислении функции 
ошибки использовалась трассировка (12) – (14) для 
10 000 лучей. В качестве оптимизационного метода 
использовался метод последовательного квадратич-
ного программирования, реализованный в пакете 
Optimization Toolbox среды программирования Mat-
lab®. После выполнения 20 итераций оптимизаци-
онный процесс был прерван, функция ошибки (9) в 
ходе оптимизации была вычислена 1343 раза, а вре-
мя оптимизации составило 13 минут на компьютере 
с процессором Intel Core i3. Таким образом, среднее 
время вычисления функции ошибки, включающее 
трассировку 10 000 лучей, составило 0,58 секунды. 
Для сравнения, трассировка 10 000 лучей в коммер-
ческом программном обеспечении TracePro® для 
этого же оптического элемента занимает 32 с, сле-
довательно, вся оптимизация при использовании 
данного программного обеспечения заняла бы по-
рядка 12 часов. 

На рис. 9 приведено распределение освещённо-
сти, формируемое оптическим элементом с оптими-
зированной поверхностью и промоделированное на 
расстоянии 10z =  м от протяжённого источника 
при 500 000 лучей. Световая эффективность оптиче-
ского элемента после оптимизации составляет 
91,5 %, а ОСКО – менее 4 %, что свидетельствует о 
хорошей работоспособности разработанного опти-
мизационного метода. 

а)  

б)  
Рис.9. Распределение освещённости для 

прооптимизированной поверхности оптического 
элемента при протяжённом источнике излучения. 
Полутоновое распределение освещённости (а);  

профили распределения освещённости (б) 

Заключение 

В данной работе представлен оптимизационный 
метод расчёта оптических элементов, содержащих 
поверхности, работающие по принципу полного 
внутреннего отражения. Для расчёта начального 
приближения получено точное решение данной за-
дачи для случая точечного источника. Процедура 
быстрой трассировки лучей, используемая в опти-
мизационном методе при вычислении функции 
ошибки, позволяет оценить формируемое распреде-
ление освещённости менее, чем за одну секунду, что 
существенно сокращает время оптимизации. 

С помощью разработанного метода был рассчи-
тан и промоделирован оптический элемент, форми-
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рующий равномерное распределение в круглой об-
ласти с угловым размером 60°. Время оптимизации 
составило 13 минут. Относительное среднеквадра-
тичное отклонение формируемого распределения не 
превышает 4 % от равномерного, а световая эффек-
тивность оптического элемента составляет более 
91 %, что свидетельствует о хорошей работоспособ-
ности предложенного метода. 
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OPTIMIZATION METHOD FOR COMPUTATION OF TIR OPTICAL ELEMENTS 
BASED ON QUICK RAYTRACING PROCEDURE 

M.A. Moiseev1,2, K.V.Borisova2, E.V.Byzov1,2, L.L.Doskolovich1,2 
1 Image Processing Systems Institute of the RAS, 

2 S.P. Korolyov Samara State Aerospace University (National Research University)  

Abstract 

New optimization method for design of axisymmetrical TIR optical elements generating the pre-
scribed narrow-angle irradiance distribution is presented. The method is based on the developed 
quick raytracing procedure including approximation of the optical surfaces by a set of truncated 
cones. As an example the optical element producing uniformly illuminated circular region with angu-
lar size of 60° is presented. It was computed and simulated for extended Lambert light source 
1x1 mm. The light efficiency of optical element is 91.5 % and the relative root-mean-square error 
of generated irradiance distribution is less than 5 %. 

Key words: LED optical element, secondary optics, total internal reflection, raytracing, optimi-
zation of optical surface, narrow-angle light distribution. 
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