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Аннотация 

В работе проведён анализ осевого распределения остросфокусированного лазерного 
пучка, представляющего собой суперпозицию вихревых фазовых функций, при различных 
поляризациях. Получено аналитическое решение для каждой из компонент электрического 
поля при ограничении падающего пучка кольцевой апертурой произвольной ширины. Так-
же получены приближённые аналитические оценки для осевого распределения в элемен-
тарных функциях, позволяющие легко анализировать характер интенсивности вдоль опти-
ческой оси. Численно исследовано влияние весовых соотношений суперпозиции вихревых 
фазовых функций в падающем пучке и типа поляризации на соотношение вклада различных 
компонент электрического поля в фокальную область на оптической оси. 
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Введение 

Возможность управления продольным распреде-
лением является одной из составляющих решения 
задачи трёхмерного формирования светового излу-
чения. Такая возможность особенно востребована в 
приложениях, где важно объёмное фокальное рас-
пределение – оптический захват и манипулирова-
ние, конфокальная и многофотонная микроскопия, 
оптическая литография, оптическое хранение дан-
ных, голография, прямая лазерная запись.  

Известно, что использование узкой кольцевой 
диафрагмы, позволяющей уменьшить размер фо-
кального пятна в поперечном направлении для из-
лучения с радиальной поляризацией [1, 2], приводит 
к удлинению фокального пятна в продольном на-
правлении. Таким образом, формируется тонкая 
световая игла [3]. Аналогичный результат, но при 
меньших потерях энергии, можно получить для пол-
ной апертуры за счёт использования дополнительных 
фазовых бинарных оптических элементов [4 – 6]. В 
случае азимутальной поляризации будет формиро-
ваться тонкая световая трубка [7, 8].  

Однако часто необходимо также уменьшение 
размера фокального пятна вдоль оптической оси. 
Для этого используются различные методы, в том 
числе интерференция встречных пучков – так назы-
ваемая 4pi-система [9, 10]. В работах [11, 12] был 
рассмотрен расчёт фазовых оптических элементов 
для достижения сверхразрешения в 4pi-системе в 
поперечном или продольном направлении. В работе 
[12] рассмотрен только случай линейной поляриза-
ции. Причём получены лишь приближённые анали-
тические оценки. 

Также для линейной поляризации была решена 
обратная задача формирования осевого распределе-
ния на основе разложения ядра интегрального опе-
ратора по полиномам Гегенбауэра [13, 14].  

Для цилиндрических пучков с азимутальной и ра-
диальной поляризацией также были разработаны ме-
тоды формирования заданного объёмного распреде-
ления [15 – 22], в том числе оптические «бутылки», 

полые световые сферы, цепочки и массивы фокаль-
ных пятен. Причём, учитывая сложность юстировки в 
4pi-системе, рассматривался и расчёт фильтров для 
одной линзы [15, 17, 18]. Как правило, эти методы 
являются численными и часто итерационными.  

Для различных целей и задач являются опти-
мальными те или иные типы поляризации, поэтому 
для выполнения сравнительной оценки полезно 
иметь аналитические оценки для наиболее часто ис-
пользуемых типов поляризации. В работе [23] были 
получены такие оценки для поперечного распреде-
ления в фокальной плоскости. В данной работе рас-
сматривается аналитическое решение для осевого 
распределения при фокусировке излучения, ограни-
ченного кольцевой апертурой произвольной шири-
ны. Эти результаты могут быть использованы для 
оценки продольного распределения при фокусиров-
ке полей от различных колец, имеющих определён-
ные значения фазы [12, 15]. Рассмотрены основные 
типы поляризации лазерного излучения – азиму-
тальная, радиальная, круговая и линейная – как в 
случае плоского фазового фронта, так и при нали-
чии вихревой фазы.  

1. Анализ осевого распределения  
при различных поляризациях 

Векторное электрическое поле в однородной ди-
электрической среде вблизи фокуса, расположенного 
от объектива на расстоянии значительно большем дли-
ны волны, можно описать в приближении Дебая [24]: 
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где ( , )θ φ  – сферические угловые координаты выход-

ного зрачка, ( , )B θ φ  – функция пропускания, ( )T θ  – 

функция аподизации зрачка; ( , )θ φP  – матрица поля-

ризации, которая определяется по коэффициентам по-
ляризации падающего пучка, sinn NAΘ = , n – показа-
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тель преломления среды, NA – числовая апертура лин-
зы, f – фокусное расстояние. В апланатической системе 
пересчёт для радиальной координаты выполняется по 
синусному правилу sinr f= θ  и функция аподизации 

зрачка полагается равной ( ) cosT θ = θ . 

Для функции пропускания, представимой в виде 
суперпозиции: 

( )( , ) ( )expm m
m

B c D imθ φ = θ φ∑ , (2) 

интеграл по φ в (1) будет выражаться через соответ-
ствующую сумму функций Бесселя первого рода 
различного порядка, а векторное электрическое поле 
в фокальной области вычисляется одномерным ин-
тегрированием [25]: 
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где ( )mD θ  может быть любой одномерной функци-

ей, в том числе радиальной частью мод Гаусса–Ла-
герра, Цернике, Бесселя и т.д., а вид ( ), ,m ρ ϕ θQ  за-

висит от поляризации входного поля. В частности, 
для декартовых компонент: 

– при азимутальной поляризации: 
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,

1 1

1 1

( , , )

( ) ( ) cos
1

( ) ( ) cos ;
2

2 ( )sin

rad d
m

i i
m m

i i
m m

m

i e J t e J t

e J t e J t

J t

ϕ − ϕ
+ −

ϕ − ϕ
+ −

ρ ϕ θ =

  − θ  
  = + θ  
 − θ
 

Q

 (5) 

– при круговой поляризации (правой «+» и левой 
«−»): 
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– при линейной x-поляризации: 

,

2
2

2
2

2 2
2 2

1 1

( , , )

1
( ) 2 ( ) ( )

4

( ) (cos 1)

( ) ( ) (cos 1) ,
4

( ) ( ) sin
2

linx d
m

i
m m m

i
m

i i
m m

i i
m m

J t J t e J t

e J t

i
e J t e J t

i
e J t e J t

ϕ
+

− ϕ
−

ϕ − ϕ
+ −

ϕ − ϕ
+ −

ρ ϕ θ =

 + − − 
 

 − θ −
 
  = − θ −  
 
  − − θ  
 
  

Q

 (7) 

где sin .t k= ρ θ  

Рассмотрим поле (3) на оптической оси для рав-
номерной пропускающей функции в кольце с радиу-
сами 1θ  и 2θ : 
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Выражения (4) – (7) значительно упрощаются 
при 0ρ =  и имеют ненулевое значение только для 

нескольких значений вихревого порядка m [25]: 
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Как видно из выражений (10) – (13), поле (9) сво-
дится к сумме слагаемых вида: 
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Причём выражения ( )G z  и ( )cG z  соответствуют 

поперечным компонентам, а ( )sG z  – продольной 

компоненте. Выполним анализ выражений (14). 

2. Аналитическая оценка  
продольных распределений 

Интеграл (14а) вычисляется точно: 
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где ( ), ( )C S⋅ ⋅  – функции Френеля [26]. 

Интеграл (14б) выражается через (15): 
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Интеграл (14в) можно взять приближённо. Сде-
лаем замену переменных: 
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В выражении (17) разложим квадратный корень 
в ряд Тейлора. При этом нулевое слагаемое ряда со-
ответствует G(z) из (15). Заметим, что чем меньше 

1θ , тем медленнее сходится ряд. Поэтому если хотя 

бы один предел по углу попадает в параксиальную 
область, то стоит использовать какой-либо другой 
приближённый способ. Далее будем считать, что 1θ  

достаточно велико, чтобы ограничиться двумя сла-
гаемыми ряда. Тогда выражение (17) приближённо 
равно: 
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Полученные выражения являются довольно громоздкими и неудобными для анализа. Поэтому рассмотрим 
далее приближённые оценки. 

Если z велико, то интенсивность для выражений (15), (16) и (18) примет следующий вид: 
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Выражения (19) имеют примерно одинаковый 
осциллирующий характер, причём период осцилля-
ций зависит от разности ( )1 2cos cosθ − θ . Если раз-

ность велика, то осцилляции чаще. 
Оценка выражений (15), (16) и (18) при малых 

значениях z получается громоздкой, но также можно 
заметить аналогичную осциллирующую зависи-
мость от ( )1 2cos cosθ − θ . 

Более компактные оценки без зависимости от 
диапазона изменения z можно получить, когда в ин-
тегралах (14) отрезок интегрирования небольшой, 
т.е. кольцевая апертура не слишком широкая. В 
этом случае: 
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где ( )1 2 / 2aθ = θ + θ . 

Учитывая, что  
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во всех случаях получается примерно одинаковая 
зависимость ( )2 2sin /x xα , период осцилляций кото-

рой определяется разностью ( )1 2cos cosθ − θ . Отли-

чие состоит только в коэффициенте, который, в ко-
нечном счёте, будет определять вклад соответст-
вующих компонент. 

Из выражений (20) видно, что если кольцевая 
апертура пропускает центральные лучи, то коэффи-
циент пропорциональности для ( )G z  и ( )cG z , соот-

ветствующих поперечным компонентам, будет зна-
чительно больше, чем коэффициент пропорцио-
нальности для ( )sG z , соответствующей продольной 

компоненте. Если же кольцевая апертура пропуска-
ет периферийные лучи, то ( )sG z  будет близка по 

абсолютным значениям к ( )G z . 

Значения выражений (14) при z = 0 удобно полу-
чить, подставив z = 0 в соответствующие интегралы. 
Таким образом, получим: 

( ) ( )

( ) ( )

2

1

1 2

3 2 3 2

1 2

0 cos sin d

2
cos cos ,

3

G
θ

θ

= θ θ θ =

 = θ − θ
 

∫
 (23а) 

( ) ( )

( ) ( )

2

1

3 2

5 2 5 2

1 2

0 cos sin d

2
cos cos ,

5

cG
θ

θ

= θ θ θ =

 = θ − θ
 

∫
 (23б) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1

1 2 2

3 2 3 2

1 1 2 2

2 1

0 cos sin d

2
cos sin cos sin

5

4
, 2 , 2 ,

5 2 2

sG

E E

θ

θ

= θ θ θ =

 = θ θ − θ θ +
 

 θ θ   + −    
    

∫

 (23в) 

где ( )E ⋅  – эллиптический интеграл второго рода [26]. 

В (23в) эллиптический интеграл находится в не-
канонической форме (модуль больше 1). Для удоб-
ства использования таблиц и стандартных подпро-
грамм выражение (23в) можно переписать в сле-
дующем виде: 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

3 2 3 2

1 1 2 2

2

1

2

1

2
0 cos sin cos sin

5

4 1
2 arccos cos ,

5 2

1
arccos cos ,

2

1 1
arccos cos ,

2 2

1
arccos cos , ,

2

sG

E

E

F

F

 = θ θ − θ θ +
 

   + θ −   
  

 
− θ − 

 

  
− θ −  

 

  − θ  
  

 

где ( ), ( )F E⋅ ⋅  – неполные эллиптические интегралы 

первого и второго рода [26]. 

3. Численный анализ продольного распределения 
в зависимости от поляризации 

Рассмотрим результаты моделирования при ис-
пользовании выражения (9) для конкретных типов 
поляризации падающего излучения, содержащего 
суперпозицию вихревых фазовых функций. 

3.1. Азимутальная поляризация 

Как следует из формул (9) и (10), при острой фо-
кусировке азимутально-поляризованного излучения 
на оптической оси будут ненулевые значения только 
при наличии вихревой фазы первого порядка 1m = ± : 

( ) ( )
1 1

1 10, , ( )
2

0

az
m

c c
kf

z i c c G z
−

−

− 
 ϕ = − + 
  

E . (24) 

Из формулы (24) видно, что, меняя коэффициенты 

1 1,c c− , соответствующие вкладу вихревой фазы пер-

вого порядка с различными знаками, можно варьиро-
вать вклад x- и y-компонент. При 1 1c c−=  входное фа-
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зовое распределение будет соответствовать cosφ  и 

на оси будет только y-компонента, а при 1 1c c−= −  фа-

зовое распределение на входе будет соответствовать 
sinφ  и на оптической оси будет только x-компонен-

та. Действие аналогичных бинарных фазовых струк-
тур на распределение в поперечной фокальной 
плоскости было рассмотрено в работе [6].  

На рис. 1 показано осевое распределение общей 
нормированной интенсивности для азимутальной 
поляризации при 1 11, 0c c−= =  в (24) для кольцевой 

апертуры, ограниченной максимальным значением 
угла 2 82θ = °  и минимальным углом 1 0θ = °  (сплош-

ная линия), 1 48θ = °  (штрихунктирная линия), 

1 70θ = °  (пунктирная линия).  

 
Рис. 1. Нормированное распределение общей 

интенсивности на оптической оси для азимутальной 
поляризации при m=1 при кольцевой апертуре, 

ограниченной углами 2 82= °θ  и 1 0θ = °  (сплошная линия),  

1 48θ = °  (штрихпунктирная линия), 

 1 70θ = °  (пунктирная линия) 

Как видно из рис. 1, интенсивность функции G(z) 
близка к ( )2 2sin /x xα , как предсказывалось в разде-

ле 2. Причём от ширины кольцевой апертуры зави-
сит период осцилляций, а следовательно, и глубина 
фокуса. Широкая кольцевая апертура позволяет 
сконцентрировать основную энергию около фокаль-
ной плоскости. Сужение кольцевой апертуры при-
водит к увеличению глубины фокуса, «растягива-
нию» энергии вдоль оптической оси. 

3.2. Радиальная поляризация 

Из формул (9) и (11) следует, что при острой фо-
кусировке радиально-поляризованного излучения на 
оптической оси будут ненулевые значения как в от-
сутствие вихревой фазы, так и при наличии вихре-
вой фазы первого порядка: 

( )
( )

( )
1 1

1 1

0

( )

0, , ( )
2

2 ( )

c
rad
m c

s

i c c G z
kf

z c c G z

ic G z

−

−

 − +
 ϕ = − 
 
 

E . (25) 

Выражение (25) показывает, что распределение по-
перечных и продольной компонент имеет различный 
вид, причём вклад продольной компоненты даже при 
относительно небольшом значении 0c  существенный.  

В табл. 1 приведены результаты моделирования 
острой фокусировки радиально-поляризованного из-
лучения для кольцевой апертуры с 1 48θ = °  и 

2 82θ = °  в случае различных значений коэффициентов 

0 1 1, ,c c c− , соответствующих суперпозиции вихревых 

фазовых функций в падающем пучке.  При отсутствии 
вихревой фазы на оптической оси имеется только про-
дольная компонента (первая строка табл. 1), а наличие 
вихревой фазы первого порядка любого знака приво-
дит к появлению поперечных компонент (вторая стро-
ка табл. 1), причём нулевые значения ( )sG z  практиче-

ски совпадают с минимумами ( )cG z . Если использу-

ется суперпозиция (2) с различным соотношением ве-
сов 2| |mc , сумма которых нормирована, то при ради-

альной поляризации даже при относительно неболь-
шом значении 0c  вклад продольной компоненты на 

оси очень существенный (третья строка табл. 1). Заме-
тим, что при равенстве 1 1c c−=  суперпозиция (2) при-

водит к бинарной фазе входного распределения (чет-
вёртая строка табл. 1).  

3.3. Круговая поляризация 

Для излучения с круговой поляризацией (рассмот-
рим для определённости правую поляризацию) в вы-
ражении (9) используются формулы (12), из которых 
следует, что нужно учитывать суперпозицию вихре-
вых фазовых функций вплоть до второго порядка: 

( )
[ ] [ ]
[ ] [ ]

0 2 0 2

0 2 0 2

1

0, ,

( ) ( )

( ) ( ) .
2 2

2 ( )

circ
m

c

c

s

z

iG z c c iG z c c
kf

G z c c G z c c

ic G z

+

− −

− −

−

ϕ =

 − + +
 = − − + − − 
 
 

E

 (26) 

Из выражения (26) видно, что при 0 2c c−= ±  бу-

дут формироваться различные осевые распределе-
ния для x- и y-компонент. Наличие в падающем пуч-
ке вихревой фазовой функции первого порядка, на-
правление вращения которой противоположно на-
правлению круговой поляризации, приведёт к появ-
лению на оптической оси продольной компоненты.  

В табл. 2 приведены результаты моделирования 
острой фокусировки излучения с правой круговой по-
ляризацией для кольцевой апертуры с 1 48θ = °  и 

2 82θ = °  в случае различных значений коэффициентов 

0 1 2, ,c c c− − . При 0 2c c−= −  (первая строка табл. 2) рас-

пределение для x-компоненты соответствует ( )G z , а 

для y-компоненты – ( )cG z , при этом хорошо видно, 

что интенсивность 2| ( ) |G z  значительно больше ин-

тенсивности 2| ( ) |cG z , как и следует из выражений 
(20). Заметим, что при круговой поляризации, хотя и 
можно добиться появления продольной компоненты 
на оптической оси за счёт вихревой фазы первого по-
рядка (вторая строка табл. 2), вклад её сравним с вкла-
дом поперечных компонент при соответствующем со-
отношении весов 2| |mc  (третья строка табл. 2). 
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Таблица 1. Результаты моделирования фокусировки радиально-поляризованного излучения  
для кольцевой апертуры с θ1=48° и θ2=82°   (интенсивность поперечных компонент – сплошная линия,  

z-компоненты  –  точечная линия, общей – пунктирная линия) 

Входное распределение: 
амплитуда (негативное изображение) и фаза 

Интенсивность на оптической оси 

0 1 11, 0c c c−= = =  

    

0 1 10, 1, 0c c c−= = =  

    

0 1 10,31, 0, 0,95c c c−= = =  

    

0 1 10,45, 0,63c c c−= = =  

    

 

3.4. Линейная поляризация 

Для излучения с линейной поляризацией (рассмот-
рим для определённости x-поляризацию) в выражении 
(9) используются формулы (13), из которых следует, 
что нужно учитывать суперпозицию вихревых фазо-
вых функций вплоть до второго порядка:  

( )

[ ] ( )[ ]
( )[ ]
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0 2 2

2 2

1 1

0, ,
4

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

2 ( )
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m

c c

c

s

kf
z

ic G z G z i c c G z G z

c c G z G z

i c c G z

−

−

−

ϕ = ×

 − + + + −
 × − − − 
 + 

E

 (27) 

Как видно из выражения (27), используя различ-
ные суперпозиции вихревых функций, можно 
управлять вкладом различных компонент на оптиче-
ской оси. При 1 1c c−= ±  и 2 2c c−= ±  будут иметь ме-

сто бинарные фазовые структуры, действие которых 
на распределение в поперечной фокальной плоско-
сти было рассмотрено в работе [6].  

В табл. 3 приведены результаты моделирования 
острой фокусировки излучения с линейной x-поля-
ризацией для кольцевой апертуры с 1 48θ = °  и 

2 82θ = °  в случае различных значений коэффици-

ентов 0 1 2, ,c c c± ± . В отсутствие вихревой фазы на 

оптической оси имеется только x-компонента (пер-
вая строка табл. 3), наличие вихревой фазы первого 
порядка любого знака приводит к появлению про-
дольной компоненты (вторая строка табл. 3), а на-
личие вихревой фазы второго порядка любого зна-
ка позволяет получить на оптической оси вклад y-
компоненты (третья строка табл. 3). Заметим, что 
при x-поляризации вклад y-компоненты относи-
тельно мал (четвёртая строка табл. 3). 
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Таблица 2. Результаты моделирования фокусировки излучения с правой круговой поляризацией  
для кольцевой апертуры с θ1=48° и θ2=82°  (интенсивность x-компоненты – сплошная линия,  

y-компоненты – штрихпунктирная линия, z-компоненты – точечная линия, общей – пунктирная линия) 

Входное распределение: 
амплитуда (негативное изображение) и фаза 

Интенсивность на оптической оси 

0 1 20,71, 0, 0,71c c c− −= = = −  

    

0 1 20, 1, 0c c c− −= = =  

    

0 1 20,71, 0,5, 0,5c c c− −= = =  

    
  

Заключение 
В работе проведён анализ осевого распределения 

остросфокусированного лазерного пучка, представ-
ляющего собой суперпозицию вихревых фазовых 
функций, при различных поляризациях. Получено 
аналитическое решение для осевого распределения для 
каждой из компонент электрического поля при огра-
ничении падающего пучка кольцевой апертурой про-
извольной ширины, в том числе при полной апертуре.   

Также получены приближённые аналитические 
оценки для осевого распределения в элементарных 
функциях, позволяющие легко анализировать характер 
продольного фокального распределения. Эти оценки 
соответствуют узкой кольцевой апертуре и показыва-
ют, что для всех компонент электрического поля рас-
пределение интенсивности на оптической оси имеет 
примерно одинаковую зависимость 2 2sin ( ) /x xα , пе-

риод осцилляций которой определяется шириной 
кольцевой апертуры. Полученные выражения могут 
быть использованы для оценки продольного распреде-
ления при фокусировке поля от различных колец, 
имеющих определённые значения фазы.   

Численно исследовано влияние весовых соотно-
шений суперпозиции вихревых фазовых функций в 
падающем пучке и типа поляризации (азимуталь-
ной, радиальной, круговой или линейной) на соот-
ношение вклада различных компонент электриче-
ского поля в фокальную область на оптической оси.   
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ANALYSIS OF THE AXIAL DISTRIBUTION OF A TIGHTLY FOCUSED BEAM  
WITH DIFFERENT POLARIZATIONS 

S.N. Khonina, A.V. Ustinov 
Image Processing Systems Institute of Russian Academy of Sciences 

Abstract 

The paper analyzes an axial distribution of the tightly focused laser beam with different polari-
zations. The beam is presented as a superposition of the vortex phase functions. An analytical so-
lution for the each component of the electric field is obtained for the incident beam narrowed by a 
ring aperture of arbitrary width. Approximate analytical estimates for the axial distribution in ele-
mentary functions have been obtained also. This makes to easily analyze the nature of the intensity 
along the optical axis. The influence of weighted superposition of vortex phase functions in the in-
cident beam and the type of polarization on the relative contributions of the different components 
of the electric field in the focal region of the optical axis is numerically investigated. 

Key words: tight focusing, vortex phase functions, distribution along the optical axis. 
 
 

Сведения об авторах 

Хонина Светлана Николаевна, доктор физико-математических наук, профессор Са-
марского государственного аэрокосмического университета имени академика С.П. Коро-
лёва; ведущий научный сотрудник Федерального государственного бюджетного учреж-
дения науки Институт систем обработки изображений РАН. Область научных интересов: 
дифракционная оптика, сингулярная оптика, модовые и поляризационные преобразова-
ния, оптическое манипулирование, оптическая и цифровая обработка изображений.  

E-mail: khonina@smr.ru . 
Svetlana Nikolaevna Khonina, Doctor of Physical and Mathematical Sciences; Professor of 

the Samara State Aerospace University named after S.P. Korolyov. Leading researcher of the Im-
age Processing Systems Institute of the RAS. Research interests: diffractive optics, singular optics, 

mode and polarization transformations, optical manipulating, optical and digital image processing. 
 

Устинов Андрей Владимирович, 1968 года рождения, в 1991 году окончил Куйбы-
шевский авиационный институт имени академика С.П. Королёва (КуАИ) по специально-
сти «Прикладная математика», работает ведущим программистом в Федеральном госу-
дарственном бюджетном учреждении науки Институт систем обработки изображений РАН; 
является аспирантом Самарского государственного аэрокосмического университета име-
ни академика С.П. Королёва. Область научных интересов: дифракционная оптика, разра-
ботка программ моделирования работы оптических элементов; обработка изображений, в 
частности, гидродинамических процессов и биомедицинских. 

E-mail: andr@smr.ru . 
Andrey Vladimirovich Ustinov, (b. 1968) graduated from Kuibyshev Aviation Institute 

named after academician S.P. Korolyov (KuAI) on a specialty “Applied mathematics”, works as the leading program-
mer in the Image Processing Systems Institute of the RAS; postgraduate student of the Samara State Aerospace Univer-
sity named after S.P. Korolyov. Research interests: diffractive optics, software design for modeling of optical elements 
operating; images processing, particularly images of hydrodynamic processes and biomedical images. 

 
 

Поступила в редакцию 15 февраля 2013 г. 


