
Параметрическое взаимодействие сонаправленных магнитоакустической и альфвеновской волн… Завершинский Д.И., Молевич Н.Е. 

410 Компьютерная оптика, 2013, том 37, №4 

ДИФРАКЦИОННАЯ ОПТИКА, ОПТИЧЕСКИЕ ТЕХНОЛОГИИ 

ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ СОНАПРАВЛЕННЫХ МАГНИТОАКУСТИЧЕСКОЙ 
И АЛЬФВЕНОВСКОЙ ВОЛН В УСЛОВИЯХ МАГНИТОАКУСТИЧЕСКОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ 

Завершинский Д.И., Молевич Н.Е. 
Самарский государственный аэрокосмический университет имени академика С.П. Королёва 

(национальный исследовательский университет), 
Самарский филиал Физического института имени П.Н. Лебедева РАН 

Аннотация  
Рассмотрено трёхволновое взаимодействие сонаправленных магнитоакустических и 

альфвеновских волн в тепловыделяющей ионизованной среде. Показано, что в условиях те-
пловой неустойчивости альфвеновские волны могут усиливаться благодаря параметриче-
ской перекачке энергии от неустойчивых магнитоакустических волн. 
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Введение 
Процессы трёхволнового взаимодействия активно 

исследуются в различных областях физики. Это связано 
с тем, что данные процессы охватывают широкий круг 
нелинейных явлений: различные виды вынужденного 
рассеяния электромагнитных и акустических волн на 
волнах иной природы; генерацию волн суммарной и 
разностной частот, возбуждение второй гармоники, па-
раметрическое усиление и тому подобные. В частности, 
в астрофизике сильный интерес к трёхволновому взаи-
модействию вызван задачей объяснения аномально вы-
соких температур короны солнца по отношению к низ-
лежащим слоям. По одной из моделей нагрева солнеч-
ной короны перекачка энергии происходит с помощью 
альфвеновских волн, которые могут переносить энер-
гию на большие расстояния [1]. В отличие от магнитоа-
кустических волн эти волны способны преодолевать 
большие расстояния, поскольку не образуют резкого 
ударного фронта. В корональной зоне происходит рас-
пад мощных альфвеновских волн на альфвеновские 
волны меньшей величины и медленные магнитоакусти-
ческие волны, которые в процессе диссипации и нагре-
вают корону. В пользу данной теории говорят результа-
ты наблюдений, которые подтверждают наличие в ко-
роне солнца альфвеновских волн достаточной мощно-
сти [2], способных при своём распаде нагреть корональ-
ную зону до наблюдаемых температур. Однако природа 
возникновения альфвеновских волн большой амплиту-
ды в нижних слоях атмосферы пока не выяснена. В то 
же время известно, что в неравновесных тепловыде-
ляющих средах магнитоакустические волны могут стать 
неустойчивыми и усиливаться, в то время как альфве-
новские волны остаются устойчивыми [3, 4]. Наличие 
тепловыделения, как было показано нами ранее в [5 –
 9], приводит в условиях тепловой неустойчивости к 
возникновению вынужденного рассеяния акустиче-
ских волн в газовых средах при гораздо меньших ин-
тенсивностях волны накачки по сравнению с требуе-
мыми для возбуждения вынужденного рассеяния в 
равновесных средах.  

В настоящей работе впервые показана возмож-
ность усиления альфвеновской волны в результате 
трёхволнового взаимодействия с неустойчивыми 
магнитоакустическими волнами в тепловыделяющей 
акустически активной среде. 

1. Основная система уравнений.  
Дисперсионные соотношения альфвеновских 

и магнитоакустических волн 
В данной работе исследуется трёхволновое взаимо-

действие магнитогазодинамических волн в однородной, 
сжимаемой, идеально проводящей плазменной среде, 
находящейся под действием внешнего магнитного поля, 
на которую не влияют гравитационные силы. Газодина-
мические процессы в подобных средах описываются 
системой МГД уравнений: 

B
rot V B

t

∂
 = × ∂

�
� �

, 0divB =
�

,  

1

4

dV
P B rot B

dt
ρ

π
= −∇ − ⋅ ×
�

� �
,  

0div V
t

∂ρ + ρ =
∂

�
, ( , )B

V

k TdT d
C T

dt m dt∞
⋅ ρρ − ⋅ = −ρℑ ρ ,  

Bk T
P

m

⋅ ⋅ρ
= , ( , ) ( , ) ( , )T L T Q Tℑ ρ = ρ − ρ . (1) 

В (1) ρ, T, P – плотность, температура и давление в 
плазменной среде соответственно, ,V B

� �
 – это вектора 

скорости и магнитного поля соответственно, kB – посто-
янная Больцмана, CV∞ – высокочастотная теплоёмкость 
при постоянном объёме, m – 1/2 молекулярной массы, 
L(ρ,T), Q(ρ,T) – функции, описывающие охлаждение и 
нагрев, / /d dt t V= ∂ ∂ + ∇

�
, ( , )T−ρℑ ρ  – обобщённая 

функция тепловых потерь, широко применяемая при 
исследовании тепловых неустойчивостей, начиная с 
пионерских работ [10, 11]. В стационарных условиях 
она равна 0. В системе (1) ионизованный газ является 
идеальным, если пренебречь влиянием диссипативных 
процессов, обусловленных наличием вязкости, тепло-
проводности и конечной проводимости. 

Исследования волн проводились в декартовой си-
стеме координат x, y, z. Вектор стационарного маг-
нитного поля находится в плоскости x, z, т.е. 

0 0 0 0 0sin cosB B x B z= ⋅ α ⋅ + ⋅ α ⋅
� � �

, где 0B  – абсолютное 
значение длины вектора индукции магнитного поля; 
α – угол наклона между магнитным полем и осью z; 

0 0,x z
� �

 – единичные векторы. В работе рассматрива-
лись волны, распространяющиеся вдоль оси z. Зави-
симостями от x и y пренебрегалось ( 0)x y∂ ∂ = ∂ ∂ = . 
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Стандартная процедура линеаризации системы (1) 
относительно возмущений стационарного состояния 
вида 0 exp( )i t ikzρ = ρ + ρ − ω + позволяет получить 

дисперсионное соотношение для альфвеновских волн 
(тепловыделение не приносит сюда ничего нового)  

2
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и магнитоакустических волн [3]  
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Здесь CP∞ – высокочастотная теплоёмкость при 
постоянном давлении, CV0, CP0 – эффективные низко-
частотные теплоёмкости при постоянном объёме и 
давлении в тепловыделяющей среде [12, 14] соответ-
ственно, τ  – характерное время нагрева, ca – скорость 
альфвеновских волн, Q0 – стационарное значение 
мощности нагрева.  

Без учёта тепловыделения 2 2с с∞=ɶ ɶ  и выражение 

(3) совпадает с ранее известным [2]. Зависимость от 
частоты комплексной величины 2сɶ обуславливает по-

явление в тепловыделяющей среде дисперсии скоро-
сти магнитоакустических волн. 

Дисперсионное отношение (3) существенно уп-
рощается в низкочастотном и высокочастотном при-
ближениях [3]:  
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0ξ  – низкочастотный коэффициент второй вязкости в 

тепловыделяющей среде [12–15], c0, c∞ – низкочастот-
ная и высокочастотная скорости звука, c0f,s, c∞ f,s –
низкочастотная и высокочастотная скорости магни-
тоакустических волн, индексы f, s соответствуют бы-
строй (знак «+» в (3), (6), (7)) и медленной (знак «–») 
магнитоакустическим волнам. Выражение для низко-
частотной скорости звука совпадает с полученным 
выражением в работах [12, 16]. 

Согласно (2) – (7) альфвеновская волна является ус-
тойчивой, а магнитоакустические волны теряют устой-
чивость при 0 0ξ < , то есть при выполнении условия 

0 0/ ( 1) 0Tρ ∞ ℑ γ − + ℑ <  . (8) 

Это условие совпадает с известным условием аку-
стической неустойчивости тепловыделяющих сред в 
отсутствие магнитного поля [10 – 12]. 

2. Условия фазового синхронизма. 
Укороченные уравнения 

Рассмотрим параметрическое взаимодействие ме-
жду двумя сонаправленными альфвеновскими волна-
ми и одной магнитоакустической волной. Таким об-
разом, необходимо описать условия, при которых 
возможен обмен энергией между модами. В литера-
туре подобные условия известны как условия фазово-
го синхронизма, которые в случае трёхволнового 
взаимодействия записываются как 

3 3

1 1

;i i i i
i i

n n k k
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.  (9) 

В дальнейшем будем считать, что волны взаимо-
действуют когерентно, то есть 0k∆ω = ∆ = .  

Альфвеновские волны по своей природе распро-
страняются вдоль силовых линий внешнего магнит-
ного поля. Таким образом, в рамках рассматриваемой 
задачи для выполнения условий синхронизма все 
волны должны быть коллинеарны вектору внешнего 
магнитного поля, то есть угол наклона между маг-
нитным полем и осью z равен 0. 

Обозначим индексами 0 и 1 альфвеновские волны, 
индексом 2 магнитоакустическую волну. Основыва-
ясь на описанных выше результатах, запишем дис-
персионные уравнения для волн, параллельных век-
тору магнитного поля. 
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Легко видеть, что условие синхронизма для сона-
правленных волн  

0 1 2 0 1 20, 0, 0; 0, 0, 0k k kω > ω > ω > > > >  

может выполняться в одном случае, когда скорости 
альфвеновской и магнитоакустической волн равны. 

В этом случае возможен либо распад магнитоаку-
стической волны на две альфвеновские волны: 

2 0 1 2 0 1, k k kω = ω + ω = + ,  
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0 0 1 1 2 2, ,a a Sc k c k c kω = ω = ω = , (11) 

либо распад альфвеновской волны на магнитоакусти-
ческую волну и альфвеновскую волну: 

0 2 1 0 2 1, ,k k kω = ω + ω = +  

0 0 1 1 2 2, ,a a Sc k c k c kω = ω = ω = . (12) 

Стандартная процедура укорочения исходной сис-
темы уравнений магнитной гидродинамики (1) в при-
ближении медленно меняющихся во времени и про-
странстве амплитуд взаимодействующих волн приво-
дит к следующим уравнениям, описывающим трёх-
волновое взаимодействие в высокочастотном пределе 

0 0/ , /P P V VC C C C∞ ∞ωτ >> . 

1) Параметрический распад магнитоакустиче-
ской волны: 
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2) Распад альфвеновской волны: 
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Здесь 1zV  – это амплитуда магнитоакустической 

волны, 1 1,x xV u  – амплитуды сонаправленных альфве-

новских волн, c∞  – высокочастотная скорость магни-

тоакустической волны,  
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высокочастотный инкремент усиления магнитоаку-
стической волны при нулевом угле наклона между 
магнитным полем и осью z. 

В низкочастотном пределе уравнения (13), (14) 
сохраняют свою форму, но заменяют коэффициенты 
на низкочастотные, то есть на 0c  и низкочастотный 

инкремент усиления магнитоакустической волны 
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Для определённости будем использовать уравне-
ния, полученные в высокочастотном приближении. 
Сделаем следующую замену переменных 
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В результате системы (13), (14) преобразуются к 
следующим системам соответственно: 
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В (15), (16) 0 1 2

4
A

c∞

ω ω ω
= . 

Полученные системы уравнений могут быть све-
дены к ранее известным системам уравнений [1, 17], 
описывающим параметрическое взаимодействие аль-
фвеновских (или геликонов) и магнитоакустических 
волн путём отбрасывания влияния тепловыделения, 
приближения длин волн, сравнимых с размерами рас-
сматриваемой среды, учётом слабых расстроек по ча-
стоте и волновым векторам. 

Системы (15), (16) будем решать, используя сле-
дующие приближения. 

Во-первых, полагаем, что волной накачки являет-
ся магнитоакустическая волна достаточно большой 
амплитуды, и применим известное приближение за-
данной диссипирующей волны накачки [18]: 

2 20
tС C e ∞−α= . 

Во-вторых, в случаях, если длина волны сопоста-
вима или больше размеров рассматриваемой области, 
то можно не учитывать изменения амплитуды воз-
мущений в зависимости от координаты и рассматри-
вать только временную динамику. Данное приближе-
ние, в частности, может быть применено для волн в 
корональных областях солнца.  

В этих приближениях системы (15), (16) прини-
мают простой вид 

*0
2 1

*1
2 0

,

.

С
iA С С

t
С

iA С С
t

∂ = − ⋅ ∂
∂ = − ⋅
 ∂

 (17) 

или 

0
2 1

*1
2 0

,

.

С
iAС С

t
С

iAС С
t

∂ = − ∂
∂ = −
 ∂

 (18) 

Эти системы должны быть дополнены следующи-
ми начальными условиями. 

( ) ( )1 10 0 00 00 10 200 ; 0 ; , ,C C C C C C C const= = = . 

Решения систем (17), (18) получаются аналитиче-
ски с использованием подстановки 
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1 te ∞−α

∞

−τ =
α

. 

В результате получаем решение системы (17) в виде 

20 2000 10 00 10
0 2 2

A C A CC iC C iC
C e e− ⋅ τ ⋅ τ+ −

= + , 

20 2010 00 10 00
1 2 2

A C A CC iC C iC
C e e− ⋅ τ ⋅ τ+ −

= + . (19) 

Решение системы (18) имеет вид 

20 2000 10 00 10
0 2 2

i A C i A CC C C C
C e e− τ τ+ −

= + , 

20 2000 10 00 10
1 2 2

i A C i A CC C C C
С e e− τ τ+ −

= − . (20) 

Таким образом, в магнитоакустически активной сре-
де, то есть при α∞<0 , имеем параметрическое усиление 
сонаправленных альфвеновских волн только при вы-
полнении условий фазового синхронизма, удовлетво-
ряющих условию параметрического распада магнитоа-
кустической волны (11). Причём согласно (19) происхо-
дит не линейное, а экспоненциальное нарастание пара-
метрического инкремента с ростом времени.  

Заключение 

Рассмотрена возможность процесса параметрическо-
го усиления альфвеновских волн, сонаправленных с маг-
нитоакустической волной, распространяющихся в тепло-
выделяющей плазменной среде. Как было показано, дан-
ный процесс может протекать только в том случае, если 
скорости альфвеновских волн и магнитоакустической 
волны равны. В приближении медленно меняющихся во 
времени и пространстве амплитуд в работе были получе-
ны дифференциальные уравнения, описывающие про-
цесс перекачки энергии между модами. Как можно ви-
деть из аналитических решений в приближении длинных 
волн, усиление альфвеновских волн возможно лишь в 
том случае, если частота магнитоакустической волны 
превышает частоту альфвеновских волн. Это соответст-
вует процессу распада магнитоакустической волны на 
две сонаправленные альфвеновские волны. 
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PARAMETRICAL INTERACTION OF CODIRECTIONAL MAGNETOACOUSTIC  
AND ALFVEN WAVES AT MAGNETOACOUSTIC INSTABILITY  

D.I. Zavershinsky, N.E. Molevich  
S.P. Korolyov Samara State Aerospace University (National Research University), 

P.N. Lebedev Physical Institute of RAS, Samara Branch 
Abstract 

The three wave-interaction of codirectional magnetoacoustic and Alfven waves in a heat releas-
ing ionized gaseous medium is considered. We show the amplification of Alfven waves due to the 
parametrical energy transfer from unstable magnetoacoustic waves. 
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