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Аннотация 

Рассмотрена дифракция трёхмерного оптического пучка на резонансной многослойной 
структуре (брэгговской решётке с дефектным слоем). Показано, что указанная структура 
позволяет вычислять пространственный оператор Лапласа при отражении нормально па-
дающего оптического пучка. Представленные результаты численного моделирования пока-
зывают высокое качество вычисления оператора Лапласа. Кроме того, описан вид преобра-
зования пучка при прохождении через структуру. 
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Введение 

Оптические устройства, осуществляющие заданные 
временные и пространственно-временные преобразова-
ния оптических сигналов, представляют большой интерес 
для широкого спектра приложений, включающих сверх-
быструю оптическую обработку информации и аналого-
вые оптические вычисления. Важнейшими операциями 
аналоговой обработки оптических сигналов являются 
операции временного и пространственного дифференци-
рования. Под временным дифференцированием оптиче-
ского импульса понимается дифференцирование оги-
бающей импульса. Под пространственным дифференци-
рованием понимается дифференцирование пространст-
венного профиля светового пучка. Для выполнения вре-
менного дифференцирования были предложены различ-
ные варианты брэгговских решёток [1–4] и резонансных 
дифракционных решёток [5, 6]. Пространственное диф-
ференцирование двумерных пучков впервые было рас-
смотрено в работе [7] в 2014 году. В указанной работе 
было показано, что брэгговская решётка с дефектным 
слоем (БРДС, англ. PSBG, Phase shifted Bragg grating) по-
зволяет вычислить первую производную профиля па-
дающего пучка при наклонном падении и производную 
второго порядка при нормальном падении. В то же время 
в работе [7] не исследовались пространственные преобра-
зования трёхмерных пучков, которые могут быть реали-
зованы с помощью БРДС. 

В настоящей работе продемонстрирована возмож-
ность оптического вычисления оператора Лапласа в 
пространственных координатах при отражении от 
БРДС. Следует отметить, что в настоящее время для 
реализации данной операции используются сложные 
методы, основанные на вычитании двух голограмм, 
зарегистрированных на двух различных расстояниях 
или при двух различных длинах волн [8, 9]. Кроме то-
го, в настоящей работе исследуется преобразование 
оптического пучка при прохождении через БРДС. 

1. Дифракция трёхмерного пучка на системе слоёв 

Рассмотрим трёхмерный пучок, нормально па-
дающий на многослойную структуру (рис. 1). Пред-

ставим его в виде углового спектра, в виде суперпо-
зиции TE- и TM-поляризованных плоских волн раз-
ных направлений. Поскольку ось z перпендикулярна 
рассматриваемой системе слоёв, то плоскости паде-
ния плоских волн содержат ось z. Соответственно, у 
ТЕ-волн вектор электрического поля перпендикуля-
рен оси z (Ez ≡

 0), а у ТМ-волн вектор магнитного по-
ля перпендикулярен оси z (Hz ≡

 0).  

 
Рис. 1. Брэгговская решётка с дефектным слоем.  
Слева изображено поперечное распределение поля 

падающего пучка, справа – отражённого 

Предполагая, что зависимость от времени описы-
вается функцией exp( i )t− ω , из уравнений Максвелла 

несложно получить уравнения плоских ТЕ- и ТМ-
волн в виде 

( ) ( )TE,TM( ) = exp i, ,α βΦ r Φ pr  (1) 

где r  = (x,y,z), ( ) ( ) T
( ) =   Φ r E r H r  – вектор-столбец 

из компонент электрического (E = [Ex Ey Ez]) и маг-
нитного (H  = [Hx Hy Hz]) полей, p = (α,β,γ) – волновой 

вектор, где ( )2 2 2 2
0 sup= k nγ ± − α + β , 0 2 / / ck = π λ = ω  

– волновое число, λ – длина волны, nsup – показатель 
преломления среды, ФTE =

 (α,β) и ФTM =
 (α,β) – векто-

ры следующего вида: 
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Отметим, что знаки «± » в компоненте γ  волно-

вого вектора определяют волны, идущие в положи-
тельном и отрицательном направлениях оси z соот-
ветственно. Уравнения (2) не определены в точке 

0α = β = . Будем считать, что в данной точке 

( ) ( )TM TMTE, TE,
0

lim0,0 ,0
α→

Φ = Φ α . 

В общем случае падающий световой пучок может 
быть представлен в виде суммы ТЕ- и ТМ-пучков, 
соответствующих суперпозициям ТЕ- и ТМ-плоских 
волн, распространяющихся в отрицательном направ-
лении оси z: 
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где ( ) ( ) ( ) T

inc inc inc =  A r E r H r  – вектор-столбец из 

компонент поля падающего пучка, GTE(α,β) и GTM(α,β) – 
пространственные спектры ТЕ- и ТМ-пучков, Ginc(α,β) – 
пространственный спектр компонент падающего поля, 
который задаётся следующим выражением: 
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За счёт выбора спектров GTE(α,β) и GTM(α,β) можно 
задать две произвольные компоненты падающего 
пучка в плоскости z = 0. В качестве примера рассмот-
рим пучок, поляризованный по оси x [10,  11]. В этом 
случае положим:  

( ) ( ) ( )( )
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где Gx(α,β) – пространственный спектр Ex –
 
компонен-

ты. Из (2), (3), (5) несложно получить выражения для 
функций GTE(α,β), GTM(α,β), задающих разложение ли-
нейно-поляризованного пучка по TE- и TM-волнам: 
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Используя определение ФTE,TM в точке = α=β=0, 

получим ( ) ( ) ( )
TE TM

0

0,0
0,0 0, ,00 xG

G G
k

= = −
ε

.  

Для гауссовского пучка 

( ) ( ) ( ){ }, in
2 2

c
2, ,0 exp / 2xE x y x y= − + σ  

и функция Gx(α,β) в (5), (6) принимает вид: 

( ) ( )
2

2 2 22 exp
2

,xG
 σ=α β πσ − α + β 
 

. (7) 

В дальнейшем будем считать, что падающий на 
многослойную структуру световой пучок определён 
уравнениями (3)–(6). При этом отражённый пучок 
принимает вид: 
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где RTE(α,β), RTM(α,β) – коэффициенты отражения ТЕ- 
и ТМ-плоских волн. Отметим, что в рассматриваемом 
случае многослойной структуры коэффициенты отра-
жения зависят только от угла между нормалью и вол-
новым вектором, то есть коэффициенты отражения 
можно рассматривать как функции от проекции волно-
вого вектора на плоскость структуры: 

( ) ( )
( ) ( )

2 2
ТE ТE

2 2
ТМ ТM

, ,0

,

;

.,0

R R

R R

= +α β α β

α β α β= +
 (9) 

Согласно (9), в дальнейшем коэффициенты отра-
жения будем считать функциями одного аргумента 

( ) ( )( )2 2 2 2
ТE,TM ТE,TM ,0R R α= +β β+α . Из формулы 

(8) следует, что ТЕ- и ТМ-компоненты ( )refl,TE , ,0x yA , 

( )refl,TM , ,0x yA  отражённого поля в плоскости 0z =  

соответствуют результату преобразования компонент 
падающего поля ( )inc,TE , ,0x yA , ( )inc,TM , ,0x yA  ли-

нейными системами с передаточными функциями 

(ПФ) ( ) ( )2 2
ТE ТE,H R=β α +α β  и 

( ) ( )2 2
ТM ТM,H R=β α +α β . Отметим, что коэффици-

енты отражения ( )2 2
ТER α + β , ( )2 2

ТMR α + β  яв-

ляются чётными функциями аргумента 2 2ξ = α + β . 

Вследствие этого передаточные функции HTE(α,β), 
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HTM(α,β) в первом приближении являются квадратич-
ными. 

2. Преобразование пучка при отражении 

Пусть угловой спектр падающего пучка сосредо-

точен в области 2 2α + β < δ . Из (3), (8) легко ви-

деть, что при условии  

( ) ( ) ( ) ( )2 2

ТE, TM

2 2

, ,~ i i ,H H∆ =α β +

+

α β α β

α β < δ
 (10) 

многослойная структура будет вычислять оператор 

Лапласа 
2 2

2 2x y

 ∂ ∂∆ = + ∂ ∂ 
 от падающего поля: 

( ) ( )
( ) ( )

refl,TE inc,TE

refl,TM inc,TM

, ,0 ~ , ,0 ;

, ,0 , ,0 .

x y x y

x y x y

∆

∆

A A

A A∼

 (11) 

Согласно (10), для вычисления оператора Лапласа 
необходимо, чтобы многослойная структура имела 
нулевое отражение при нормальном падении 

( )( )ТE, TM 0 0R = . При этом с точностью до членов 

второго порядка ( ) ( ) ( )ТE, TM ТE, TM, ,~ 0H R H∆′′α β α β . 

Таким образом, величина второй производной 

( )ТE, TM 0R′′  характеризует энергетическую эффектив-

ность вычисления оператора Лапласа. Для обеспече-
ния большой величины второй производной 

( )ТE, TM 0R′′  необходимо, чтобы коэффициент отраже-

ния быстро изменялся в окрестности нормального па-
дения. Такой вид спектра отражения характерен для 
узкополосных спектральных фильтров, в частности, 
для БРДС [3, 4, 7]. 

БРДС позволяет получить нулевое отражение при 
заданном угле падения 0θ  (при ( )0 0 sup 0sink nα = α = θ ) 

одновременно для ТЕ- и ТМ-поляризации плоской вол-
ны. БРДС состоит из двух симметричных брэгговских 
решёток (БР), разделённых дефектом (рис. 1). В про-
стейшем случае слои БР имеют одинаковую оптиче-
скую толщину, а дефект – в два раза большую толщину: 

1 1 2 2 B

deff B

/ 4;

/ 2,

n h n hl

nh

= = λ
= λ

ɶ ɶ

ɶ
  (12) 

где ( )2 2
0sinn n= − θɶ , ( )2 2

0sin , 1,2i in n i= − θ =ɶ , 

,i in h  – показатели преломления и толщины слоёв БР, 

deff,n h  – показатель преломления и толщина дефект-

ного слоя, Bλ  – брэгговская длина волны. При вы-

полнении условий (12) коэффициент отражения БР на 
длине волны Bλ  и угле падения 0θ  обращается в 

ноль [4]. Отметим, что указанный ноль отражения 
расположен в центре первой запрещённой зоны брэг-
говской решётки. Появление нуля отражения имеет 
резонансную природу и связано с возбуждением мод, 
локализованных в дефектном слое. 

Для коэффициента отражения как функции волно-
вого числа можно записать резонансное представле-
ние [5]. Согласно (9), для многослойной структуры 
коэффициент отражения можно рассматривать как 
функцию только от компоненты α  волнового векто-

ра ( )0β ≡  при фиксированной поляризации (ТЕ- или 

ТМ-). Коэффициент отражения (пропускания) много-
слойной структуры с несколькими резонансами мо-
жет быть представлен в виде суммы дробно-
линейных функций [5]:  

( )
1

N
j

j j

b
R r

p=
α ≈ +

α −∑ ,  (13) 

где r  – нерезонансный коэффициент отражения, а 

jp  – комплексные константы распространения. От-

метим, что величины , jr b  и jp  зависят от поляриза-

ции падающей волны. Согласно (13), для того чтобы 
коэффициент отражения (пропускания) был чётной 
функцией от α , многослойная структура должна до-
пускать существование двух собственных мод с кон-
стантами распространения p± . Учитывая условие 

нулевого отражения при ( )0 0 sup 0sink nα = α = θ , ко-

эффициент отражения можно записать в виде: 
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Представление (14) при 0 0α =  позволяет запи-

сать передаточные функции ( )ТE,TM ,H α β  в виде: 

( )

( ) ( )

2 2

ТE,TM ТE, TM 2 2 2
ТE, TM
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2
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,

, ,,
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+ −
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где  

( )
2 2

2
ТE, TM

1

err 1 .,H
p

−
 += −  
 

α βα β  (16) 

ПФ (15) представлена в виде произведения ПФ 
системы, реализующей вычисление оператора Лапла-
са, и сглаживающего фильтра Herr(α,β). Таким обра-
зом, если в окрестности точки 0α = β =  функция 

( )err ,H α β  слабо изменяется, то БРДС будет вычис-

лять оператор Лапласа от ТЕ- и ТМ-компонент па-
дающего пучка. 

В качестве примера рассмотрим БРДС, состоящую 
из двух БР с N  периодами и центрального дефектно-
го слоя (общее число слоёв равно 4 1N + ). Показатели 
преломления материалов слоёв, дефекта, материалов 
над и под структурой определим в виде: 1 1,5n = , 

2 2,25n = , 1,5n = , sub sup 1n n= = . Толщины слоёв БР 

определим из уравнения (12) при B 1500нмλ = .  
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На рис. 2a приведены передаточные функции при 
отражении от БРДС, содержащих 13, 17 и 21 слой. Со-
гласно рис. 2a, передаточные функции в окрестности 
значения α = 0 имеют квадратичный вид, при этом 
пунктирными линиями показаны квадратичные ПФ, 
обеспечивающие точное вычисление оператора Лапла-
са. Отметим, что увеличение числа слоёв (периодов) 

БР в общем случае приводит к уменьшению ширины 
«провала» коэффициента отражения и к уменьшению 
интервала, на котором ПФ является квадратичной 
(рис. 2а). Несложно показать, что уменьшение «прова-

ла» соответствует уменьшению величины 2
ТE, TMp  и, 

соответственно, увеличению функции Herr(α,β) в (15). 

а)      б)  

Рис. 2. (а) Амплитуды (снизу) и фазы (сверху) ПФ ( ) ( )ТE,TM ТE,TM,0H R=α α  для БРДС из 13, 17 и 21 слоя. Шкала для 

амплитуд находится слева, для фаз – справа. Штриховыми линиями показаны ПФ идеальных фильтров, вычисляющих 

оператор Лапласа. (б) Амплитуды (снизу) передаточных функций ( ) ( )ТE,TM ТE,TM,0H T=α α  для БРДС из 13, 21 и 33 слоёв.  

Графики построены в зависимости от 0/ kα  при ( )0/ sin 10kα ≤ � . 

Сплошные линии соответствуют ПФ ( )ТM ,0H α , точечные линии – ПФ ( )ТE ,0H α  

Согласно (15), в общем случае оператор Лапласа 
от ТЕ- и ТМ-компонент падающего пучка вычисляет-

ся с разными весами ТE, TM
ТE, TM 2

ТE, TM

r
w

p
= . В то же время 

графики на рис. 2а показывают, что в рассматривае-
мом случае коэффициенты отражения для ТЕ- и ТМ-
плоских волн близки по величине. При условии 

( ) ( )TE TM, ,R R≈α β α β  отражённый пучок (8) прини-

мает вид: 

( ) ( ) ( ) ( )refl inc TE2
exp

1
, ,

4
i d d ,Rα β β α β= α

π ∫∫A r prG (17) 

где ( )inc ,α βG  – пространственный спектр (4) падаю-

щего поля. Согласно (17), в рассматриваемом случае 
БРДС позволит оптически вычислить оператор Лап-
ласа от всех компонент падающего поля. 

Рассмотрим работу БРДС из 13 слоёв при гаус-
совском освещающем пучке, определённом урав-
нениями (5)–(7).  

На рис. 3 показаны x-компонента падающего гауссов-

ского пучка ( ), inc , ,0xE x y =  ( ) ( ){ }2 2 2exp / 2yx + σ−  

(полуширина пучка по уровню 1/e2 амплитуды составляет 
2σ = 10 мкм) и модуль x-компоненты отражённого пучка.  

На рис. 3 также показаны профили падающего 
пучка ( ), inc ,0,0xE x , отражённого пучка 

( ), refl ,0,0xE x  и результата применения оператора 

Лапласа к падающему пучку ( ), inc 0
, ,0x y

E x y
=

χ∆ , где 

( ) ( ), inc , refl0,0,0 0,0,0x xE Eχ = ∆  – масштабный коэф-

фициент. Сравнение профилей показывает, что отра-
жённый пучок с высокой точностью соответствует 
оператору Лапласа от падающего пучка. Действитель-
но, нормированная полуширина спектра падающего 
пучка составляет ( )0 0/ 2 / 0,095k kδ = σ = . Согласно 

рис. 2а, передаточные функции HTE,TM(α,0) для БРДС 
из 13 слоёв при 0/ 0,095kα ≤  по амплитуде имеют 

фактически совпадающий квадратичный вид по ам-
плитуде, а изменения фазы не превышают π/40. 

3. Преобразование пучка при прохождении 

Наряду с преобразованием пучка при отражении, 
интерес представляет также преобразование пучка 
при пропускании. В частности, оценка передаточной 
функции и импульсной характеристики пропускаю-
щих спектральных фильтров позволит проводить мо-
делирование гиперспектральных систем, основанных 
на линейно изменяющихся фильтрах [12–14]. 

Запишем резонансное представление вида (15) для 
коэффициента пропускания: 

( ) 22
.

b
T t

p
α

α
≈ +

−
  (18) 
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a)    б)  
Рис. 3. (а) Полутоновое распределение (снизу) и профиль (сверху) модуля Ex-компоненты падающего гауссовского пучка; (б) 

полутоновое распределение (снизу) и профиль (сверху) Ex -компоненты отражённого пучка (окружностями показан 
точный результат применения оператора Лапласа к гауссовскому пучку)

Предполагая, что число слоёв брэгговской решёт-
ки велико, нерезонансный коэффициент пропускания 
t близок к нулю. Откуда имеем: 

( ) ( )err2 22
, .

b b
T H

p p
≈ = −

−
α α β

α
  (19) 

Соответствующие передаточные функции для 
двух поляризаций имеют вид 

( ) ( )ТE, TM
ТE,TM 2

ТE, TM
err ., ,

b
H H

p
= −α β α β  (20) 

Таким образом, преобразование пучка при прохож-
дении через спектральный фильтр имеет ту же приро-
ду, что и искажения при вычислении оператора Лапла-
са в отражении (см. (15)–(16)). На рис. 2б приведён 
модуль ПФ (коэффициента пропускания) для брэггов-
ской решётки с дефектом, содержащей 13, 21 и 33 
слоя. Из рисунка видно, что ПФ для двух поляризаций, 
как и в случае отражения, близки друг к другу. 

Исследуем вид преобразования, осуществляемого 
ПФ (20). Для этого найдём импульсную характери-
стику как преобразование Фурье от (16): 

( ) ( ) ( ){ }
2

errerr 2

1
, , ex

4
p d d .ix yh H yx y xα β α + β=

π ∫∫
ℝ

 (21) 

Переходя в (21) к полярным координатам, получа-
ем преобразование Ханкеля от функции вида (ρ2+z2)-1, 
которое вычисляется в аналитическом виде [15]: 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2

err 0

0

err2
0

2

022
0

2
2

0

d d

1
d

i

1
,

4

2

2
,

h H

p

p

p
K

x y J r

p r

J r

π ∞

∞

=

= −

φ ρ ρ ρ ρ =
π

ρ ρ ρ
π ρ

π

=
+

= − −

∫

∫

∫

 (22) 

где 2 2r x y= + , ( )0K z  – модифицированная функ-

ция Бесселя второго рода нулевого порядка. При 
Im 0p >  импульсная характеристика, соответствую-

щая ПФ (20), принимает вид 

( ) ( ) ( )(
0

1)
0,

2

i
i ,

4T

b
h K p

b
x y r H pr= =

π
−  (23) 

где ( )(1)
0H z  – функция Ханкеля первого рода нулево-

го порядка. Таким образом, преобразование попереч-
ного профиля пучка при прохождении через БРДС 
можно описать двумерной свёрткой с функцией (23). 

На рис. 4 представлена зависимость функции 

( )err ,0h x  от x при различных значениях p, соответст-

вующих брэгговской решётке с дефектом. При этом 
рассмотрены случаи 13, 21 и 33 слоёв, соответствую-
щие следующим значениям p: 11,413 1,298iмкм−+ , 

10,550 0,534iмкм−+ , 10,158 0,157iмкм−+ . Отметим, 

что при r = 0 выражение (23) обращается в бесконеч-
ность. При увеличении числа слоёв уменьшается ве-
личина p, что приводит к медленному убыванию 
функции (23) на бесконечности. В пределе, когда 
|p|≪ 1, импульсная характеристика (23) приближается 
к постоянной величине. Таким образом, ПФ (16), (20) 
описывают уширение пучка, причём большее число 
периодов БР N соответствует меньшему значению |p|, 
что приводит к большему уширению пучка. 

На рис. 5 приведён рассчитанный модуль Ex-
компоненты прошедшего пучка. Также на рисунке 

приведён профиль прошедшего пучка ( ), tr ,0,0xE x  

(непрерывная линия), в сравнении с профилем па-

дающего пучка ( ), inc ,0,0xE xχ  (пунктир), где 

( ) ( ), tr , inc0,0,0 0,0,0x xE Eχ = ∆  – масштабный коэф-
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фициент. В соответствии с анализом импульсной ха-
рактеристики при прохождении через брэгговскую 
решётку с дефектом происходит уширение пучка. 

 
Рис. 4. Амплитуды (снизу) и фазы (сверху) импульсных 
характеристик брэгговских решёток с дефектом, 

содержащих 13, 21 и 33 слоя 

 
Рис. 5. Полутоновое распределение (снизу) и профиль 

(сверху) Ex-компоненты прошедшего пучка. 
Пунктиром показан профиль падающего пучка 

Отметим, что моделируемая структура имеет 
бесконечный поперечный размер. На практике же 
важно знать минимальный поперечный размер, при 
котором БРДС будет выполнять указанные преоб-
разования. Данный размер можно оценить на осно-
ве анализа распределения электромагнитного поля, 
возникающего внутри структуры при дифракции на 

ней оптического пучка. Расчёт c использованием 
метода матрицы рассеяния показывает, что на рас-
стоянии 4σ от центра пучка поле внутри структуры 
практически равно нулю (амплитуда на 3 порядка 
меньше максимальной амплитуды падающего пуч-
ка). Это означает, что поперечный размер структу-
ры должен лишь незначительно превышать размер 
падающего пучка. 

Заключение 

В работе показано, что БРДС позволяет оптически 
вычислить оператор Лапласа в пространственных ко-
ординатах от компонент поля падающего пучка. Вы-
числение оператора Лапласа осуществляется в отра-
жении при нормальном падении. При прохождении 
пучка через БРДС происходит уширение пучка. При 
этом пучок больше уширяется при прохождении че-
рез фильтры с более узкой полосой. Приведённое 
теоретическое описание позволяет оценить импульс-
ную характеристику спектральных фильтров в гипер-
спектральных изображающих системах. 
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ON THE DIFFRACTION OF AN OPTICAL BEAM BY A PHASE SH IFTED BRAGG GRATING 

D. A. Bykov, L. L. Doskolovich  
Image Processing Systems Institute, Russian Academy of Sciences,  

Samara State Aerospace University  

Abstract  

Diffraction of a 3D optical beam from a resonant multilayer structure (phase-shifted Bragg 
grating) is considered. It is shown that the said structure enables optical computation of the spatial 
Laplace operator of the electromagnetic field components of the incident beam. The computation 
of the Laplacian is performed in reflection at normal incidence. Presented numerical results dem-
onstrate high quality of the Laplace operator computation. The beam transformation performed in 
transmission is also investigated. 

Key words: optical beam, phase shifted Bragg grating, optical resonance, Laplace operator. 
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