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Аннотация 

Работа посвящена теоретическому исследованию пространственно-временной динамики ши-
рокоапертурных лазеров. Проведён анализ устойчивости пространственно однородного режима 
генерации. Показано, что в таких лазерах реализуется волновая неустойчивость, построена бифур-
кационная диаграмма. Проведено численное моделирование пространственно-временной динами-
ки лазера, подтвердившее выводы линейного анализа. На нелинейной стадии развития возмуще-
ния наблюдаются переключения между различными пространственными модами. 
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Введение 

В широкоапертурных лазерах нелинейное взаимодей-
ствие большого числа поперечных мод может приводить 
к спонтанному появлению сложных пространственно-
временных оптических структур. В широкоапертурных 
лазерах экспериментально наблюдаются автоволны [1], 
решётки оптических вихрей [2, 3], солитоны [4] и другие 
нелинейные пространственно-временные оптические 
структуры, включая хаотические. Теоретически предска-
зано существование спиральных волн [5]. Как правило, 
существование подобных структур оказывается нежела-
тельным, так как может ухудшать качество оптического 
излучения. Поэтому часто размеры выходной апертуры 
стараются ограничивать, чтобы избежать усложнения 
поперечной структуры пучка. Однако для многих техни-
ческих приложений требуется создание именно широко-
апертурных устройств. В частности, ввиду конструктив-
ных особенностей мощный полупроводниковый лазер 
должен обладать большой шириной активной области, 
достигающей сотен микрометров. В таких полупровод-
никовых диодах пространственные эффекты начинают 
играть значительную роль, приводя к усложнению попе-
речного профиля излучения [6]. 

В работе [7] с помощью автомодельной системы 
уравнений Максвелла–Блоха было показано, что ла-
зерная модель в случае бесконечно широкой апертуры 
допускает решение вида бегущей волны. При измене-
нии управляющих параметров происходит переход к 
пространственно-временному хаосу через последова-
тельность бифуркаций удвоения двумерного тора. Ус-
тойчивость автомодельного решения на конечной 
апертуре была исследована в [8]. Однако в обеих рабо-
тах использовалась укороченная система уравнений с 
адиабатически исключённой поляризацией и проведён 
лишь однопараметрический бифуркационный анализ. 
В данной работе с помощью полной системы лазерных 
уравнений Максвелла–Блоха проведён многопарамет-
рический анализ устойчивости режима пространствен-
но-однородной генерации широкоапертурного лазера, 
проведено численное моделирование. Параметры мо-
дели выбирались из соображений максимальной при-
ближённости к реальным лазерам. 

Основные уравнения. Линейный анализ 

В качестве исходной рассмотрим полную систему 
уравнений Максвелла–Блоха [9]: 
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поля, поляризации и инверсии населённости соответ-
ственно; ||      и k    , где k ,   и ||  – ско-

рости релаксации поля, поляризации и инверсии на-
селённости соответственно;  21       – рас-

стройка между центром линии усиления и частотой 
генерации, обезразмеренная на полуширину линии; 

 2 22a c b   – дифракционный параметр, где b  – 

единица длины в модели, c  – скорость света в вакуу-
ме; r  – накачка, нормированная на пороговое значе-
ние; единица времени в модели равна 1

 . 

В работе [10] показано, что в зависимости от знака 
параметра отстройки   существует два качественно 
различных случая динамики лазера. При 0   реали-
зуется решение вида бегущей волны, соответствую-
щее устойчивой внеосевой генерации – в таком слу-
чае в дальнем поле лазерного излучения наблюдается 
единственное яркое пятно, смещённое от центра. При 

0   реализуется режим генерации пространственно 
однородного излучения – в таком случае в дальнем 
поле наблюдается центральное яркое пятно. В данной 
работе исследуется случай отрицательной отстройки 

0  , тогда пространственно однородное решение 
системы (1) имеет вид: 
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При этом интенсивность излучения лазера 
2

I E  
получается не зависящей ни от времени, ни от про-
странственных координат. Однако по мере увеличе-
ния накачки данное пространственно однородное со-
стояние может потерять устойчивость, следствием 
чего станет установление другого, более сложного 
режима генерации. Такое бифуркационное значение 
управляющего параметра лазера, соответствующее 
порогу неустойчивости режима стационарной гене-
рации, называется вторым порогом генерации. Нахо-
ждение второго порога генерации сводится к иссле-
дованию на устойчивость решения (2). Для этого ли-
неаризуем систему (1), полагая: 
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где 1e , 2e , 1p , 2p , d  – малые возмущения соответст-

вующих величин, q  – волновой вектор возмущения. В 

результате подстановки решения (3) в систему (1) за-
дача сводится к нахождению собственных чисел   
матрицы линеаризации, имеющей размеры 5×5. Реше-
ние (2) будет устойчивым по отношению к малым воз-
мущениям, если все собственные числа будут иметь 
отрицательные действительные части при всех значе-
ниях q . Наличие же положительных действительных 

частей у показателей экспоненты при некоторых зна-
чениях q  свидетельствует о росте соответствующих 

малых возмущений с течением времени, то есть о не-
устойчивости решения (2). Определение собственных 
чисел матрицы линеаризации проводилось численно. 

Важными с практической точки зрения являются 
широкоапертурные полупроводниковые лазеры. Для 
полупроводниковых лазеров характерны следующие 
параметры [11]: 

13 110 c
  , 

11 15 10k c  , 
9 1
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, 

 тогда 25 10    и 45 10   . 
Единица модельного времени в таком случае рав-

на 0,1 пс. Воспользовавшись описанным выше мето-
дом, построим бифуркационную диаграмму в плоско-
сти параметров  , r . На рис. 1 сплошной кривой 
отмечен порог лазерной генерации. Серым цветом 
отмечена область лазерных параметров, при которых 
режим пространственно однородной стационарной 
генерации оказывается неустойчивым по отношению 
к малым возмущениям. 

Таким образом, проведённый анализ позволяет 
выделить область лазерных параметров, при которых 
возможны сложные режимы лазерной генерации. На 
рис. 2 показана дисперсионная кривая, построенная 

при параметрах, взятых из области неустойчивости 
вблизи границы неустойчивости. 

 
Рис. 1. Бифуркационная диаграмма при 25 10    

 и 45 10    

 
Рис. 2. Дисперсионная кривая при r = 2, δ = –0,5, α = 0,01 

Действительная часть собственного числа (инкре-
мент) имеет максимум на некотором волновом числе 

maxq . При этом мнимая часть корней оказывается не-
нулевой, то есть имеет место пара комплексно сопря-
жённых корней. Такой тип дисперсионной кривой со-
ответствует волновой неустойчивости [12], в результа-
те которой образуется бегущая волна с волновым чис-
лом qmax и частотой maxIm ( )q . Для рассматриваемой 
области параметров max 0,76q   (рис. 2), тогда мини-
мальный размер пространственной области, на кото-
рой возможно развитие такой неустойчивости, равен 

min max2 8, 27L q    безразмерных единиц или, пере-

ходя к размерным величинам,  1 22
min min 2L L c a  . 

Тогда для лазера с длиной волны генерации, равной 
1 мкм, минимальная ширина апертуры, на которой 
возможно развитие волновой неустойчивости, при-
мерно равна 130 мкм. Максимум дисперсионной кри-
вой может незначительно смещаться при варьирова-
нии параметров δ и r, однако порядок величин оста-
ётся неизменным. Таким образом, при ширине актив-
ной области больше 130 мкм и при параметрах, попа-
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дающих в область неустойчивости на рис. 1, следует 
ожидать образования нелинейных пространственно-
временных структур оптического поля. В лазерах, не 
обладающих достаточной шириной активной облас-
ти, режим стационарной генерации оказывается ус-
тойчивым.  

Численное моделирование 

Нелинейную стадию развития возмущения мы ис-
следовали численно. В данной работе для численного 
моделирования использовался широко известный 
псевдоспектральный метод Split Step Fourier Method 
[13]. Моделирование проводилось при следующих 
параметрах: 25 10   , 45 10   , 0,01a  . Интег-

рирование проводилось с временным шагом 0,01  , 
использовалась пространственная сетка из 256 эле-
ментов. В качестве начальных условий был выбран 
пространственно однородный режим лазерной гене-
рации (2) с добавлением шума малой амплитуды. 
Моделирование проводилось с периодическими гра-
ничными условиями. При выборе параметров δ и r из 
области устойчивости (рис. 1) наблюдается простран-
ственно однородный режим генерации при любых 
размерах пространственной области L. Если же вы-
брать параметры из области неустойчивости, то ди-
намика лазера зависит от размеров пространственной 
области. Подробно рассмотрим пример динамики ла-
зера при 2r  , 0,5    (соответствующая диспер-
сионная кривая приведена на рис. 2). Моделирование 
пространственно-временной динамики при minL L  

показало, что режим пространственно однородной 
генерации оказывается устойчивым, несмотря на на-
личие неустойчивых мод. Неустойчивые моды начи-
нают развиваться только в случае minL L . На на-

чальной стадии развития генерации наблюдаются две 
встречные бегущие волны с волновым числом maxq , 

соответствующим максимуму на дисперсионной кри-
вой. Однако в дальнейшем происходит серия пере-
ключений между различными пространственными 
модами, сопровождаемая сменой характерного про-
странственного размера (рис. 3). 

На рис. 4 хорошо видно, что до 12 нс в простран-
ственном спектре присутствует лишь нулевая компо-
нента, т.е. поперечный профиль до этого момента ос-
таётся квазиоднородным, затем в спектре появляются 
дополнительные компоненты. В дальнейшем разви-
тие возмущений приводит к более сложной динамике, 
хорошо видны переключения между различными 
пространственными модами. 

Численное моделирование подтверждает коррект-
ность построенной бифуркационной диаграммы 
(рис. 1), т.к. сложная пространственно-временная ди-
намика наблюдается только при параметрах из выде-
ленной на диаграмме области неустойчивости. Ха-
рактерные размеры лазерной апертуры, при которых 
поперечные эффекты начинают играть важную роль, 
также совпадают с размерами, предсказанными в ре-
зультате линейного анализа. На нелинейной стадии 

развития возмущения наблюдаются переключения 
между различными пространственными модами, про-
исходящие с частотой порядка 1 ГГц. 

 
Рис. 3. Пространственно-временная динамика ближнего 

поля лазера при 25 10   , 45 10   , 2r  , 0,5   , 

0,01a  , 20L   

 
Рис. 4. Динамика дальнего поля лазера при 25 10   , 

45 10   , 2r  , 0,5   , 0,01a  , 20L   
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Заключение 

Проведён анализ устойчивости пространственно 
однородного режима генерации. Показано, что в та-
ких лазерах реализуется волновая неустойчивость, 
построена бифуркационная диаграмма. Определены 
размеры апертуры, при которых возможно развитие 
волновой неустойчивости. Проведено численное мо-
делирование пространственно-временной динамики 
лазера, подтвердившее выводы линейного анализа. 
На нелинейной стадии развития возмущения наблю-
даются переключения между различными простран-
ственными модами. 
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SPATIO-TEMPORAL INSTABILITIES IN LARGE APERTURE LASERS 

D.A. Anchikov 1, A.A. Krents 1,2, N.E. Molevich 1,2, A.V. Pahomov 1,2 
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Abstract  

The paper is devoted to the theoretical investigation of spatiotemporal dynamics of large aperture class 
B lasers. The linear stability analysis of spatially homogeneous generation is carried out. It is shown that in 
such lasers the wave instability is realized, the bifurcation diagrams are constructed. The numerical simula-
tion of spatiotemporal dynamics of the laser confirms the linear analysis results. The nonlinear stage of de-
velopment of the perturbation demonstrates switching between different spatial modes. 

Key words: large aperture lasers, transverse instability, Maxwell-Bloch equations. 
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