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Аннотация 

Рассмотрена система фазовой синхронизации лазерных пучков, в основе работы которой 
лежит итерационный алгоритм Гершберга–Сэкстона для восстановления фазовой информа-
ции. Проведён анализ алгоритма и показано, что его характерной особенностью является 
наличие состояний стагнации. Предложен метод редукции размерности задачи, основанный 
на блоковом принципе. Проведено численное моделирование системы при различных кон-
фигурациях блоков.  
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Введение 

В последние годы разработка лазерных систем с 
высокой средней мощностью и малой расходимостью 
излучения, особенно в связи с прогрессом в области 
волоконных лазеров, стала одной из ведущих тенден-
ций в развитии лазерных технологий. Но в большин-
стве случаев увеличение максимальной мощности из-
лучения при близкой к дифракционной расходимости 
выходного пучка ограничивает нелинейные и термо-
оптические процессы в активной среде лазера [1]. 
Одно из решений этой задачи связывают с реализаци-
ей идеи сложения лазерных пучков, т.е. создания 
многоканальных лазерных излучателей. Предельные 
характеристики такой системы могут быть достигну-
ты при когерентном суммировании лазерных пучков 
на выходе всех каналов.  

Существует более 20 различных технических ре-
шений задачи когерентного сложения лазерных пуч-
ков [2, 3]. Среди них важное место занимают методы, 
основанные на активном управлении фазой излуче-
ния каждого лазера в системе (методы активной фа-
зовой синхронизации). В большинстве случаев они 
осуществляются с помощью распределённой адап-
тивной оптической системы. В настоящее время наи-
большее распространение получила адаптивная сис-
тема апертурного зондирования на основе алгоритма 
параллельной стохастической аппроксимации гради-
ента [4, 5]. Использование же традиционных для 
адаптивной оптики датчиков волнового фронта 
(ДВФ), например, типа Шака–Гартмана, в такой мно-
гоапертурной системе невозможно, поскольку в ос-
нове их работы лежит принцип построения непре-
рывной карты фазовых аберраций. 

В данной работе рассмотрена система фазовой 
синхронизации лазерных излучателей с многоапер-
турным датчиком волнового фронта (МДВФ), в осно-
ве работы которого лежит алгоритм Гершберга–
Сэкстона [6, 7]. В работе проведён численный анализ 
и моделирование этого алгоритма, и показано, что его 
характерной особенностью при восстановлении фазо-
вой информации является наличие состояний стагна-
ции. Предложена стратегия восстановления фазы, ос-

нованная на методах глобальной оптимизации, и ме-
тод редукции размерности задачи, основанный на 
блоковом принципе. Проведено численное моделиро-
вание системы при различных архитектурах много-
апертурной матрицы. 

1. Система фазовой синхронизации на основе 
алгоритма Гершберга–Сэкстона 

Предложенный в 1972 г. Гершбергом и Сэкстоном 
алгоритм позволяет восстанавливать комплексные 
поля на апертуре линзы и в её фокальной плоскости 
по распределениям их интенсивностей. Математиче-
ская формулировка задачи заключается в построении 

комплексной функции ( )E ξ
�
ɶ  по её модулю | ( )|E ξ

�
ɶ  и 

модулю её преобразования Фурье | ( )|E r
�

, где ( )E r
�

 – 

обратное преобразование Фурье-функции ( )E ξ
�
ɶ . Схе-

ма итерационной процедуры представлена на рис. 1.  

 
Рис. 1. Схема алгоритма по восстановлению 

комплексной амплитуды поля 

Для выбранного начального приближения фазы и 
измеренного в апертурной плоскости А распределе-
ния модуля вычисляется комплексная амплитуда по-
ля в фокальной плоскости Б. Затем полученный мо-
дуль этой амплитуды заменяется измеренным моду-
лем. Далее вычисляется обратное распространение 
пучка, операция замены модуля осуществляется в 
апертурной плоскости, а полученная при этом фаза 
выбирается в качестве следующего приближения.  

Математически алгоритм Гершберга–Сэкстона за-
писывается в виде следующей итерационной проце-
дуры: 



Моделирование системы фазовой синхронизации лазерных излучателей на основе итерационных методов… Семёнов П.А., Польских С.Д. 

Компьютерная оптика, 2015, том 39, № 3 371 

(0)
0

1
2 1 1

( ) ( )exp[ (

1

)];

( ) { [ ( )] ,}, ,2 ,

E

k k

E M i

E P FT PFT E k−
− = …

ξ = ξ φ ξ

ξ = ξ
ɶ

� � �
ɶ ɶ

� �
ɶ ɶ

 (1) 

где (0)( )
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 – начальная оценка (приближение) фазы 
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Т
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 – известный (измеренный) 

модуль в апертурной плоскости; ( ) | ( )|
Т

M r E r=� �
 – из-

вестный (измеренный) модуль в фокальной плоско-
сти; P1 и P2 – операции замены модуля в фокальной и 
апертурной плоскостях; FT и FT–1 – прямое и обрат-
ное преобразования Фурье соответственно. 

Структурная схема системы активной фазовой 
синхронизации, использующей алгоритм Гершберга–
Сэкстона, представлена на рис. 2.  

 
Рис. 2. Структурная схема системы фазовой 

синхронизации (1 – задающий генератор; 2 – фазовые 
модуляторы; 3 – лазерные усилители; 4 – плоскость 

объекта; 5,6 – ПЗС-камеры; 7 – вычислительное 
устройство; 8 – разделитель пучка; Л1, Л2 – линзы) 

Оптический сигнал от единого задающего генера-
тора разделяется на N лазерных пучков. После про-
хождения через блок фазовых модуляторов и одно-
модовых лазерных усилителей излучение разделяется 
на два пучка. Фаза на выходе каждого из усилителей 
является случайной вследствие различных оптиче-
ских путей в отдельных лазерных каналах. Основной 
пучок попадает на выходную апертуру и фокусирует-
ся линзой Л1 на объекте. Второй пучок, в свою оче-
редь, также разбивается на два субпучка, для регист-
рации распределений интенсивности на ПЗС-камерах 
в фокальной и апертурной плоскостях линзы Л2. Из-
меренные распределения поступают в вычислитель-
ное устройство, где в ходе реализации итерационного 
алгоритма (1) определяется фазовое распределение 

( ) arg ( )
E

Eφ ξ = ξɶ

� �
ɶ , на основе которого формируются 

управляющие сигналы на фазовые модуляторы для 
синхронизации лазерных каналов.  

Таким образом, разделитель пучка, ПЗС-камеры и 
вычислитель составляют устройство восстановления 
фазы в многоканальной системе – МДВФ. 

2. Численный анализ алгоритма Гершберга–
Сэкстона для системы фазовой синхронизации 

с МДВФ 

Численный анализ сходимости алгоритма Гершбер-
га–Сэкстона проводился для модели гексагональной 

упаковки лазерных излучателей с гауссовым амплитуд-
ным распределением в каждом канале.  

2

0 2
0

( ) expA A
a

 ξ
 ξ = −
 
  

�

�
, (2) 

где a0 – эквивалентный радиус субпучка; A0 – посто-
янная величина, зависящая от задаваемой передаю-
щей мощности на входе излучающей апертуры.  

Общее число субапертур в такой системе опреде-
ляется по формуле [8] 

1

1 6 1 3 ( 1)
n

l

N l n n
=

= + = + ⋅ +∑ , (3) 

где n – целое число, определяющее количество «кон-
туров» вокруг центрального канала.  

Фаза в каждом канале выбиралась случайным об-
разом в пределах ±π рад. Качество восстановления 

комплексных функций ( )E ξ
�
ɶ  и ( )E r

�
 оценивалось по 

двум характеристикам. По нормированной ошибке 
модуля в апертурной плоскости 

2 1/2
1{ [ ( ) ( )] d }k kE Mδ = ξ − ξ ξ δ∫

� � �
ɶ ɶɶ ɶ , (4) 

где 1δɶ  – ошибка модуля на первой итерации, а также 

по значениям нормированной функции резкости изо-
бражения [9] 

2( )dkS I r r SΦ= ∫
� �

, (5) 

где SΦ – функция резкости сфазированной системы (при 

одинаковых фазах в каждом канале); 
2

( ) ( )k kI r E r=� �
. 

Чтобы понять поведение алгоритма Гершберга–
Сэкстона при восстановлении фазовой информации в 
МДВФ, рассмотрим для примера 19-канальную ла-
зерную систему. Амплитудные распределения в фо-
кальной плоскости линзы Л1 для сфазированной и 
несфазированной систем представлено на рис. 3. 

а)  б)  

Рис. 3. Амплитудное распределение в фокальной плоскости 
19-канальной лазерной системы (а – сфазированная 

система; б – несфазированная система) 

На рис. 4 показано поведение алгоритма при старте 

из двух различных случайных начальных точек (0)( )
E

φ ξɶ

�
.  

Из рисунка видно, что в первом случае (рис. 4а) 
ошибка модуля (4) (кривая 1) в процессе итераций 
стремится к нулю, а функция резкости (5) стремится к 

своему максимуму, т.е. модули | ( )|E ξ
�
ɶ  и | ( )|E r

�
 восста-

навливаются здесь единственным образом. Во втором 
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же случае (рис. 4б) алгоритм не сошёлся и попал в ста-
ционарное состояние, отличное от истинного (т.н. со-
стояние стагнации). Такие состояния характерны для 
алгоритмов восстановления изображений проекцион-
ного типа и достаточно часто ассоциируются с локаль-
ными экстремумами, например, в фазовой проблеме, 
где в основе алгоритма восстановления лежит задача 
оптимизации с ограничениями, которая решается ме-
тодом проекции градиента [10]. Таким образом, итера-
ционную процедуру (1) можно рассматривать как ло-
кальную оптимизацию функционала (4).  

а)  

б)  
Рис. 4. Сходимость итерационных процедур:  

сходимость к истинному решению (а);  
сходимость к локальному экстремуму (б) 

3. Стратегия восстановления 
фазовой информации  

Наличие у алгоритма Гершберга–Сэкстона со-
стояний стагнации или локальных экстремумов явля-
ется серьёзным ограничением для использования его 
в задаче восстановления фазовой информации в 
МДВФ. Сам по себе достаточно простой и быстрый, 

этот алгоритм сходится к истинному решению ( )
Т

E ξ
�

ɶ  

только при определённых условиях. Например, если 

начальное приближение 0( )E ξ
�

ɶ  близко располагается 

к ( )
Т

E ξ
�

ɶ , при небольшом числе фазируемых каналов и 

т.д. В этих условиях гарантированную сходимость 
алгоритма можно обеспечить, используя методы гло-
бальной оптимизации.  

Существует достаточно много подходов к реше-
нию многоэкстремальных задач, однако какой-то 
единой установившейся методики их решения не су-

ществует. На выбор оптимального для конкретной 
задачи метода оказывают влияние различные факто-
ры, обусловленные спецификой задачи. Для алгорит-
ма Гершберга–Сэкстона этой спецификой является 
быстрота и лёгкость проведения локальной оптими-
зации, когда отсутствует необходимость трудоёмкого 
вычисления частных производных. Действительно, 
простота выполнения операций P1 и P2 (замена полу-
ченного модуля на известный) обеспечивает ему вы-
сокую скорость выполнения итераций практически 
независимо от размерности задачи. В этой связи при 
конструировании процедуры глобальной оптимиза-
ции целесообразно ориентироваться на подход, осно-
ванный на многократном отыскании локальных экс-
тремумов из различных начальных точек, располо-
женных случайным образом на всём множестве оп-
тимизации, и последующем выборе лучшего из них. 
Алгоритм такого типа получил название «случайный 
мультистарт» [11]. Несомненным его достоинством, 
помимо скорости выполнения итераций, является 
возможность одновременного отыскания локальных 
экстремумов из различных начальных точек, что по-
зволяет реализовать его на ЭВМ параллельного дей-
ствия, состоящей из однотипных процессоров, вы-
полняющих одинаковые операции, основная из кото-
рых – быстрое преобразование Фурье. В этом случае 
время поиска глобального экстремума не будет пре-
вышать времени выполнения одиночной итерацион-
ной процедуры. Как показано в работе [12], для зада-
чи фазовой синхронизации в многоканальной лазер-
ной системе на основе данного алгоритма, число па-
раллельных процессоров обработки линейно возрас-
тает с увеличением числа фазируемых источников.  

Однако при большом числе каналов синхрониза-
ции увеличение числа параллельных процессоров, 
которое соответствует размерности L начальной вы-

борки (0){ ( ), 1.. }
Ei

i Lφ ξ =ɶ

�
, практически не влияет на ре-

зультат. На рис. 5 представлена зависимость процента 
сходимости алгоритма к глобальному экстремуму 
Conv от числа лазерных источников N при L = 100 не-
зависимых локальных итерационных процедурах. 
При вычислении с числом итераций k = 150 величина 
максимальной ошибки модуля, при которой фиксиро-

валась сходимость алгоритма, 0,02δ =ɶ . Как видно из 
рисунка, в среднем процент сходимости алгоритма 
убывает в зависимости от увеличения числа каналов в 
лазерной системе. При этом, как показано в работе 
[12], количество итераций, необходимых для сходи-
мости алгоритма, будет возрастать.  

Из рисунка видно, что уже при N = 37 процент 
сходимости уменьшается вдвое (Conv ≈ 50 %), а при 
дальнейшем увеличении числа каналов наступает 
момент, когда практически ни из одной начальной 
точки алгоритм не попадает в глобальный экстремум. 
Поэтому при большом числе каналов необходимо ис-
пользовать какие-то способы редукции (уменьшения) 
размерности задачи либо с помощью математических 
методов, либо на аппаратном уровне.  
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4. Блоковая система фазовой синхронизации  

Один из возможных механизмов редукции может 
быть основан на блоковом принципе. В этом случае 
общая система каналов разбивается на блоки по не-
сколько каналов, в каждом из которых параллельно 
происходит восстановление фазовой информации. 
Базовое число каналов в блоке выбирается таким об-
разом, при котором достижение глобального экстре-
мума выполняется практически за одиночный цикл 
итерационной процедуры. Исходя из рис. 5, для гек-
сагональной структуры расположения источников с 
круглыми субапертурами число каналов в блоке не 
должно превышать 7 (Conv ≈ 98 %).  

 
Рис. 5. Процент сходимости алгоритма Гершберга–

Сэкстона в зависимости от числа фазируемых каналов 

Особенность алгоритма Гершберга–Сэкстона со-
стоит в том, что восстановление фазовой информации 
в каждом канале происходит с точностью до общего 
фазового сдвига в блоке. При этом между отдельны-
ми блоками данный фазовый сдвиг не совпадает, что 
приводит к необходимости дополнительной  «сшив-
ки» фаз между отдельными блоками. В данном слу-
чае возможно использование двух вариантов: 
1. Разбиение системы на блоки с одним или не-

сколькими общими каналами для нескольких бло-
ков и «сшивка» фаз относительно общих каналов. 

2. Разбиение системы на блоки без общих каналов и 
проведение дополнительной итерационной проце-
дуры общей системы. 
Перепишем формулу, задающую общее число 

субапертур в гексагональной системе (3), в следую-
щем виде: 

( 1) ( 1)
1 6 7 6 1

2 2

n n n n
N

+ +   = + ⋅ = + ⋅ −      
, (6) 

где n – целое число (для блоковой системы n >  2). Как 
видно из формулы (6), в случае гексагональной упа-
ковки удобно разбивать систему либо на 
[( ( 1) 2) 1]n n+ −  независимых блоков по 6 каналов и 

один блок c семью каналами, либо на [ ( 1) 2]n n+  

блоков по 7 излучателей с одним общим каналом. На 
рис. 6 для примера представлены варианты разбиения 
19-канальной системы на блоки в случае «сшивки» 
относительно центрального канала (рис. 6а) и в слу-
чае трёх независимых блоков (рис. 6б). 

На первый взгляд, система с использованием 
«сшивки» по общим каналам кажется более привле-
кательной, т.к. в данном случае не нужно проводить 
дополнительную итерационную процедуру всей сис-
темы в целом. Однако при таком построении увели-
чивается техническая сложность системы, так как во-
прос оптимального разделения излучения при нали-
чии общих каналов ещё не решён.  

а)     б)  
Рис. 6. Варианты разбиения 19-канальной системы 

на блоки: система с общим центральным каналом (а); 
система без общих каналов (б) 

Результаты восстановления 19-канальной блоко-
вой системы при наличии общего центрального кана-
ла (рис. 6б) представлены на рис. 7 (сплошная кри-
вая). При таком варианте в конце итерационной про-
цедуры из каждого канала вычитается значение цен-
трального канала. При этом в каждом блоке значение 
центрального канала становится нулевым, и поэтому 
для получения общей картины поля требуется просто 
сложить восстановленные фазовые распределения 
всех трёх блоков.  

 
Рис. 7. Сходимость итерационных процедур  

Если посмотреть на сходимость алгоритма, то при 
19 каналах (пунктирная кривая на рис. 7) разница в 
количестве итераций для общей системы и для каж-
дого блока по отдельности не так велика. Но если в 
блоковой системе алгоритм сходился практически в 
каждом случае, то в общей системе алгоритм мог не 
попадать в глобальный экстремум последовательно 
до 6 раз.  

Далее рассмотрим сходимость алгоритма Герш-
берга–Сэкстона для многоканальных лазерных сис-
тем с независимыми блоками по несколько каналов. 
Для 37 лазерных каналов система разбивается на 6 
блоков (5 блоков по 6 каналов и 1 – с 7 каналами). 
При таком разбиении время, необходимое для син-
хронизации одного блока, остаётся на том же уровне, 
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что и для 7 каналов (не более 15 итераций), т.е. даль-
нейшее увеличение числа фазируемых источников не 
приводит к увеличению времени синхронизации – 
возрастает только число параллельных процессоров 
(по 1–2 в каждый блок). Общее же количество необ-
ходимых итераций для системы без «сшивки» скла-
дывается из максимального числа итераций для вос-
становления 7-канальной системы и n-канальной сис-
темы, где n – количество блоков (рис. 8).  

 
Рис. 8. Сходимость алгоритма при различных вариантах 

построения системы для 37 каналов 

Исходя из этого, можно построить зависимость 
количества итераций, необходимых для сходимости 
от числа каналов (рис. 9).  

 
Рис. 9. Необходимое для сходимости количество итераций 
в зависимости от числа каналов при различных вариантах 

построения систем 

Заключение  

В работе описан подход к задаче фазовой синхро-
низации лазерных излучателей, основанный на итера-
ционных алгоритмах восстановления изображений с 
ограничениями, в частности, на алгоритме Гершберга–
Сэкстона. Отличительной особенностью этих алгорит-
мов является присутствие у них т.н. фактора расходи-
мости, который характеризуется получением «удач-
ных» и «неудачных» решений и объясняется наличием 
состояний стагнации (или локальных экстремумов). 
Использование методов глобальной оптимизации по-
зволяет обойти это ограничение и построить достаточ-
но эффективную стратегию восстановления фазовой 
информации, обеспечивающую гарантированную схо-
димость алгоритма, а применение блокового принципа 

редукции делает возможным когерентное сложение 
большого (свыше ста) количества каналов. 
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