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Аннотация 

Представлен новый метод расчёта двух преломляющих поверхностей оптических эле-
ментов светодиодов из условия формирования заданного распределения интенсивности. 
Процедура расчёта позволяет разделить работу по преломлению лучей между внутренней и 
внешней поверхностями в заданном соотношении. В качестве примера рассчитан оптиче-
ский элемент, формирующий с эффективностью 89 % диаграмму направленности для осве-
щения улиц и дорог класса А. Полученный элемент с запасом удовлетворяет критериям, 
предъявляемым к освещению дорог данного типа, при размещении фонарных столбов на 
расстоянии от 20 до 35 м друг от друга. 
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Введение 
Использование светоизлучающих диодов (СИД) в 

конструкции современных светотехнических уст-
ройств делает актуальной задачу проектирования так 
называемой вторичной оптики – преломляющих или 
отражающих оптических элементов, перераспреде-
ляющих световой поток источника в заданную область 
пространства. Задача расчёта поверхностей оптическо-
го элемента из условия формирования заданного све-
тового распределения относится к классу обратных за-
дач неизображающей оптики и является крайне слож-
ной. Даже в случае точечного источника света и един-
ственной отражающей или преломляющей поверхно-
сти данная задача может быть сведена к решению 
дифференциального уравнения в частных производ-
ных второго порядка типа Монжа–Ампера [1, 2]. Ана-
литические решения этого уравнения известны только 
для случаев с осевой симметрией [3 – 6]. 
Для формирования сложных распределений, не 

обладающих радиальной или цилиндрической сим-
метрией, используются оптические элементы с так 
называемыми поверхностями свободной формы (в 
англ. лит. free-form surface, досл. перевод – поверхно-
сти свободной формы). Наиболее популярными яв-
ляются преломляющие оптические элементы с внеш-
ней поверхностью свободной формы и внутренней 
полусферической полостью, которая не выполняет 
работу по преломлению лучей [7 – 10]. Однако для 
улучшения рабочих характеристик оптического эле-
мента в его конструкции могут использоваться две 
преломляющие поверхности, каждая из которых вы-
полняет часть работы по повороту луча [11 – 16]. 
Метод, представленный в работе [11], позволяет 

рассчитать две преломляющие или отражающие по-
верхности, преобразующие два входящих волновых 
фронта в два требуемых. Применение данного метода 
к решению светотехнической задачи является затруд-

нительным, так как в статье не формализован процесс 
преобразования требований светового распределения к 
требованиям формирования волнового фронт. В рабо-
тах [12, 13] авторы рассматривают общий подход к 
решению задачи расчёта двух преломляющих поверх-
ностей, формирующих требуемое распределение ос-
вещённости. Решение задачи расчёта поверхностей оп-
тического элемента состоит из двух этапов: нахожде-
ния функции лучевого соответствия, связывающей ко-
ординаты луча от источника с координатами этого же 
луча в выходной плоскости и восстановления поверх-
ностей, реализующих найденное лучевое соответствие. 
К сожалению, в статьях [12, 13] приведено слишком 
сжатое описание сути метода, из-за чего повторение 
представленных результатов не представляется воз-
можным. Также авторы работ не указывают значения 
световых эффективностей полученных решений. Та-
ким образом, задача расчёта оптических элементов 
светодиодов с двумя рабочими поверхностями свобод-
ной формы остаётся по-прежнему актуальной. 
В работе представлен новый метод, позволяющий 

рассчитывать оптические элементы с двумя рабочими 
преломляющими поверхностями из условия форми-
рования заданной диаграммы направленности. Метод 
позволяет распределять работу по повороту лучей 
между поверхностями в заданном соотношении. В 
качестве демонстрации его работоспособности рас-
считан оптический элемент со световой эффективно-
стью 89 %, предназначенный для освещения улиц и 
дорог класса А.  

1. Расчёт оптического элемента для формирования 
заданной диаграммы направленности 

Рассмотрим задачу расчёта преломляющего опти-
ческого элемента, формирующего заданное распреде-
ление интенсивности Ireq(x). Пусть в начале коорди-
нат находится точечный источник излучения (свето-
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диод) с диаграммой направленности Isrc(x). Оптиче-
ский элемент с показателем преломления n распола-
гается над светодиодом. Необходимо рассчитать его 
внутреннюю и внешнюю поверхности из условия 
создания требуемого распределения интенсивности 
Ireq(x). Расчёт поверхностей оптического элемента бу-
дем выполнять последовательно, для каждой поверх-
ности получим сначала кусочно-гладкое решение из 
условия формирования дискретного светового рас-
пределения, аппроксимирующего непрерывную диа-
грамму направленности Ireq(x), а затем сгладим полу-
ченное решение NURBS-сплайном. 

1.1. Расчёт внутренней поверхности 
оптического элемента 

Аппроксимируем непрерывную диаграмму на-
правленности Ireq(x) дискретным световым распреде-
лением (Φi, xi), i  = 1, …, N, представляющим собой на-
бор сколлимированных световых пучков со световы-
ми потоками Φi, распространяющихся в соответст-
вующих направлениях xi. Для этого разобьём область 
определения функции Ireq(x) на малые телесные углы 
δΩi, и для каждого элемента разбиения δΩi рассчита-
ем значения интегрированного светового потока Φi и 
взвешенное среднее направление xi: 
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i
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Будем искать решение для внутренней поверхно-

сти в виде кусочно-гладкой поверхности, состоящей 
из N сегментов, каждый из которых сужает угловой 
размер падающего на него пучка, преломляя его в со-
ответствующем направлении xi. Здесь и далее под 
сужением будем понимать выполнение следующей 
функции лучевого соответствия: 

,kγ = ψ  (3) 
где ψ и γ – углы между лучом и направлением xi до и 
после его преломления сегментом внутренней по-
верхности соответственно. Коэффициент k ∈ [0; 1] 
определяет соотношение, в котором разделяется ра-
бота по повороту лучей между внутренней и внешней 
поверхностями. Рассмотрим расчёт сегмента внут-
ренней поверхности, реализующего функцию лучево-
го соответствия (3) (рис. 1). 
Уравнение для расчёта профиля r(ψ) преломляю-

щей поверхности, реализующей заданную функцию 
лучевого соответствия, было получено в работе [4]: 

d ( ) sin ( ( ))
( ) .

1d cos ( ( ))

r
r

n

ψ ψ − γ ψ= − ψ
ψ − ψ − γ ψ

 (4) 

Подставим функцию γ(ψ) вида (3) в уравнение (4) и 
проинтегрируем его для того, чтобы получить выраже-
ние для сегмента внутренней поверхности: 

( )
1

1

0

1
cos (1 )

( ) ,
1

1

k
k

nr r

n

− − ψ − 
ψ =  

 − 
 

  (5) 

где r0
 = r  (0) – параметр, определяющий размер сег-

мента внутренней поверхности.  

 
Рис. 1. Принцип работы сегмента внутренней поверхности 

Выразим угол ψ в выражении (5) через единичный 
вектор луча s0 и направление коллимирования xi для 
перехода к общему виду сегмента внутренней по-
верхности: 
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Определим кусочно-гладкую внутреннюю по-
верхность, состоящую из N сегментов вида (6), сле-
дующим образом [9]: 
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Форма кусочно-гладкой поверхности (7) полно-
стью определяется набором параметров сегментов 

0 , 1,...,ir i N= . Каждый параметр r0i характеризует 

размер i-го сегмента и падающий на него световой 
поток Φi, отклоняемый поверхностью в направлении 
xi. Для расчёта параметров r0i предлагается использо-
вать метод, предложенный В. Оликером в работах [8, 
9]. В этом случае построение внутренней кусочно-
гладкой поверхности, формирующей заданное дис-
кретное световое распределение, сводится к следую-
щей последовательности действий: 
1. Инициализация вектора параметров начальных 
значений 0ir . 
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2. Расчёт формируемого дискретного светового рас-
пределения ,i calcΦ  в предположении, что все лучи, 

попавшие на произвольный i-й сегмент внутренней 
поверхности и частично отклонённые им в направ-
лении xi, будут в дальнейшем сколлимированы 
внешней поверхностью в данном направлении. Для 
расчёта значений ,i calcΦ  выполняется трассировка 

лучей с помощью выражений (7): для каждого луча 

0s  с помощью последнего выражения (7) вычисля-

ется N  значений ( )0jr s , затем находится индекс i 

ближайшего сегмента с минимальным значением 
модуля радиус-вектора ir , и к световому потоку i-й 

точки диаграммы направленности прибавляется 
энергия данного луча 0s . 

3. Вычисление максимальной ошибки 

,max (| |)i calc iΦ − Φ  формирования заданной дис-

кретной диаграммы направленности. В случае, когда 
текущая ошибка превосходит заданную точность 
формирования дискретного распределения, выполня-
ется переход к шагу 4, иначе расчёт кусочно-гладкой 
внутренней поверхности считается завершённым. 

4. Коррекция значений 0 0 ,i i i rr r= ± ∆  и переход к ша-

гу 2. Отметим, что в работах [8, 9] предложен про-
стой способ корректировки параметров сегментов, 
который гарантирует глобальную сходимость ите-
рационного процесса и может быть использован 
для решения данной задачи. 
Представленная последовательность действий по-

зволяет получить кусочно-гладкую поверхность из 
условия формирования дискретного светового рас-
пределения вида (1), (2). Для получения непрерывной 
внутренней поверхности необходимо выполнить ап-
проксимацию полученного кусочно-гладкого реше-
ния NURBS-сплайном. 

1.2. Расчёт внешней поверхности оптического 
элемента 

Расчёт внешней поверхности выполняется анало-
гично расчёту внутренней поверхности: сначала оп-
ределяется кусочно-гладкое решение, формирующее 
дискретную диаграмму направленности, а затем оно 
аппроксимируется NURBS-сплайном. Как и в случае 
с внутренней поверхностью, кусочно-гладкая внеш-
няя поверхность состоит из N сегментов, каждый из 
которых коллимирует падающий световой поток в 
некотором направлении xi. 
Форма i -го сегмента ( )0iM s  задаётся согласно 

принципу Ферма следующим образом: 
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где r(s0)– рассчитанная ранее гладкая внутренняя по-
верхность, l i(s0) – скалярная функция, определяющая 
расстояние от точки r(s0) внутренней поверхности до 

точки Mi(s0) сегмента внешней поверхности вдоль 
преломлённого луча s1(s0) внутри оптического элемен-
та, l0i – параметр i-го сегмента. Кусочно-гладкая внеш-
няя поверхность определяется аналогично внутренней 
поверхности следующим образом: 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( )

0 0 0 1

0

0 0 0
0

1 0

,

arg min ,

(1 ) (1 ( , ))
( ) .

,

i

j

j j
j

j

l

i l

l n r
l

n




= +
 =
 − + − = −

R s r s s s

s

s s x
s

s s x

 (9) 

 
Рис. 2. Принцип работы сегмента внешней поверхности 

Так же, как и для внутренней поверхности, вид 
кусочно-гладкого решения для внешней поверхности 
полностью определяется набором N параметров l0i. 
Для их расчёта может быть использован алгоритм, 
аналогичный изложенному в пункте 1.1. 
Способ подбора параметров r0i и l0i, предложен-

ный в работах [8, 9], обеспечивает монотонное 
уменьшение ошибки итерационного процесса, но об-
ладает относительно высокой вычислительной слож-
ностью. Так как дискретизация непрерывной диа-
граммы направленности Ireq(x) в общем случае при 
расчёте внутренней и внешней поверхностей может 
отличаться, мы предлагаем при «разбиении» диа-
граммы направленности для внутренней поверхности 
использовать меньшее количество точек по сравне-
нию с дискретизацией для внешней поверхности. Та-
кой подход позволяет сократить время расчёта внут-
ренней поверхности оптического элемента без ущер-
ба качеству формируемого распределения, так как 
точность формирования требуемой диаграммы на-
правленности, в конечном счёте, определяется фор-
мой внешней поверхности. На практике хорошие ре-
зультаты показывает использование 200–500 точек в 
диаграмме направленности для внутренней поверх-
ности и 1000–2000 точек – для внешней поверхности. 

2. Пример расчёта оптического элемента 
Предложенный выше метод расчёта оптических 

элементов с двумя преломляющими поверхностями 
был реализован в среде программирования Matlab®. 
Для проверки его работоспособности был рассчитан 
оптический элемент, формирующий диаграмму на-
правленности для освещения магистральных дорог и 
улиц общегородского значения. 
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Задача формирования диаграммы направленности 
для дорожного освещения является крайне сложной, 
так как в этом случае необходимо учитывать свойства 
дорожного покрытия, расстояние между фонарными 
столбами, количество и ширину полос для движения 
и т.д. Требования, предъявляемые в России к освеще-
нию улиц и дорог, регламентируются сводом правил 
СП 52.13330.2011. Согласно нормативным докумен-
там, основными критериями, предъявляемыми для 
оценки качества формируемого распределения, явля-
ются величины, связанные как с распределением ос-
вещённости на дороге (средняя освещённость Lav, 
равномерность распределения освещённости Uh), так 
и характеристики, определяемые создаваемым рас-
пределением яркости (средняя яркость Lav, общая 
равномерность распределения яркости U0, продольная 
равномерность распределения яркости UL, пороговое 
приращение яркости TI). В качестве требуемого рас-
пределения для расчёта оптического элемента была 
вручную подобрана диаграмма направленности, се-
чения которой представлены на рис. 3. Данное рас-
пределение интенсивности подходит для освещения 
дорог класса A (магистральные дороги и улицы об-
щегородского значения). Подтверждением этого яв-
ляется тот факт, что она очень близка к распределе-
нию интенсивности распространённых коммерческих 
решений (Khatod, LEDIL, Ledlink и т.п.). 

 

Рис. 3. Профили требуемой диагаммы направленности 
для освещения дорог класса А 

Распределение интенсивности с сечениями на 
рис. 3 было аппроксимировано дискретным распре-
делением, включающим 900 точек вида (1), (2), после 
чего был рассчитан оптический элемент с показате-
лем преломления 1,493n =  (полиметилметакрилат, 
ПММА). При расчёте использовался коэффициент 
k = 0,5, что соответствует наиболее эффективному 
разделению работы по преломлению лучей между 
поверхностями в соотношении 50/50 (доказательство 
представлено в приложении). Световая эффектив-
ность рассчитанного элемента составила 89 %. Такое 
значение световой эффективности является близким к 
теоретическому максимуму в 92 %, так как минимум 
по 4 % светового потока теряется на каждой границе 
раздела сред вследствие френелевских потерь (даже в 
случае нормального падения лучей). Трёхмерная мо-
дель данного элемента и сечения промоделированной 
в коммерческом программном обеспечении TracePro 

диаграммы направленности представлены на рис. 4 и 5 
соответственно. 

 
Рис. 4. Оптический элемент для освещения дорог класса А  

 

Рис. 5. Профили диаграммы направленности, формируемой 
рассчитанным оптическим элементом 

Для анализа качества диаграммы направленности, 
формируемой рассчитанным оптическим элементом, 
было выполнено моделирование светового распреде-
ления на дорожном покрытии в программном обеспе-
чении DIALux [17]. При моделировании использова-
лась следующая конфигурация расположения све-
тильников: высота подвеса светильника – 9 м, вылет 
консоли над краем проезжей части – 0,5 м, угол на-
клона консоли – 20° (рис. 6), общее число полос дви-
жения по дороге в обоих направлениях – 2, ширина 
каждой полосы – 3,5 м, полный световой поток с од-
ного светильника – 15 000 лм. 
В табл. 1 представлены значения средней яркости 

Lav, общей равномерности распределения яркости U0, 
продольной равномерности распределения яркости 
UL, средней освещённости Eav и порогового прираще-
ния яркости TI для расстояний между фонарями, рав-
ных 20, 25, 30 и 35 м, а также требуемые значения 
этих характеристик для дорог класса А. 
Результаты, представленные в табл. 1, демонстри-

руют, что световое распределение оптического эле-
мента, рассчитанного предложенным методом, удов-
летворяет требованиям, предъявляемым к освещению 
дорог класса А. Световое распределение является 
достаточно универсальным и обеспечивает высокие 
рабочие характеристики при различных конфигура-
циях расположения дорожных фонарей. 
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Рис. 6. Схема дорожного светильника 

Заключение 

Представлен метод расчёта двух преломляющих по-
верхностей оптического элемента, формирующего за-
данную диаграмму направленности. Расчёт внутренней 
и внешней поверхностей происходит последовательно и 
состоит из двух шагов: получения кусочно-гладкого 
решения из условия формирования дискретного свето-
вого распределения, являющегося приближением тре-
буемой непрерывной диаграммы направленности, и 
дальнейшей аппроксимации поверхности NURBS-
сплайном. Для расчёта кусочно-гладкого приближения 
используется метод, предложенный В. Оликером в ра-
боте [8], обеспечивающий сходимость итерационного 
процесса к глобальному минимуму. 
С помощью разработанного метода рассчитан оп-

тический элемент, формирующий диаграмму направ-
ленности для освещения дорог класса А. Полученный 
элемент с высокой эффективностью в 89 % создаёт 
распределение интенсивности, которое с большим за-
пасом удовлетворяет всем критериям, предъявляемым 
к освещению дорог данного типа. Показано, что вто-
ричная оптика, рассчитанная данным методом, может 
применяться при размещении фонарных столбов на 
различных расстояниях друг от друга: от 20 до 35 м. 

Табл.1. Значения основных характеристик качества освещения дорожного покрытия и требования, предъявляемые к ним

 Расстояние 
между фо-
нарями, м 

Средняя 
яркость 
Lav, кд/м² 

Общая равномер-
ность распределе-
ния яркости U0  

Продольная равно-
мерность распреде-
ления яркости UL  

Средняя  
освещённость  
Eav, лк 

Пороговое 
приращение 
яркости TI, % 

20 2,54 0,78 0,81 38 5 
25 2,04 0,76 0,80 30 6 
30 1,70 0,75 0,81 25 7 

Значения, получен-
ные при моделирова-
нии рассчитанного 
оптического элемента 35 1,46 0,70 0,73 22 8 
Требуемые значения  �0,8 �0,4 �0,5 �15 �15 

 

Приложение 

Рассмотрим задачу поворота луча s0 в направле-
нии s1 с помощью двух преломляющих поверхностей. 
Косинус полного угла поворота луча определим со-
отношением ( )0 1cos ,δ = s s . Поворот луча на угол δ  

может быть осуществлён бесконечным числом спо-
собов: если первая поверхность выполняет поворот 
луча 0s  на любой произвольный угол α в направле-

нии 1s , то вторая поверхность должна повернуть его 

на угол δ-α в том же направлении. Определим угол α, 
при котором френелевские потери на отражение ока-
жутся минимальными, а общий коэффициент пропус-
кания Френеля ( ) ( ) ( )fullT T Tα = α δ − α  – максималь-

ным; здесь T(α) и T(δ-α)– коэффициенты пропуска-
ния Френеля для первой и второй поверхностей соот-
ветственно. 
Продифференцируем функцию Tfull(α) и приравняем 

её производную к нулю для определения экстремума: 

' ( ) '( ) ( ) ( ) '( ) 0fullT T T T Tα = α δ − α − α δ − α = . (10) 

Корнем уравнения (10) является / 2α = δ . Выяс-
ним тип экстремума функции Tfull(α) в точке / 2α = δ . 

Для этого вычислим знак её второй производной в 
той же точке:  

( ) ( ) ( ) ( )2

2
2 2 2 2 2 .fullT T T T

δ
′′ ′′ ′α = δ δ − δ  (11) 

Первое слагаемое ( ) ( )2 2 2T T′′ δ δ  в выражении 

(11) является отрицательным, так как значение функ-
ции ( )2T δ  положительно, множитель ( )2T ′ δ  так-

же отрицателен, так как функция ( )T α  является вы-

гнутой вверх (рис. 7). Так как второе слагаемое 

( )22 2T′− δ  также является отрицательным, значение 

второй производной в точке / 2α = δ  ( )
/ 2fullT

α=δ
′′ α  

меньше нуля, а сама точка / 2α = δ  является макси-
мумом функции Tfull(α). 
Таким образом, наиболее эффективным способом 

поворота луча двумя преломляющими поверхностями 
на некоторый угол δ выполняется в случае, когда ка-
ждая поверхность отклоняет луч на угол δ/2. 
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Рис. 7. Зависимость коэффициента пропускания Френеля 
от угла поворота для полиметилметакрилата, n=1,493 
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DESIGN OF OPTICAL ELEMENTS WITH TWO REFRACTIVE SURFACES TO GENERATE 
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Abstract  
A novel technique for designing optical elements with two refractive surfaces intended to gener-

ate a required intensity distribution has been presented. The design procedure makes it possible to 
control the balance of deflection angles between the inner and outer surfaces. As an example, an op-
tical element producing the intensity distribution for illumination of class A road has been designed. 
The optical efficiency of the computed element is 89 % and such a secondary optics meets the re-
quirements of class A road regulations when lamp poles are separated by a distance of 20-35 m. 
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