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Аннотация 
В данной статье для определения пересекающихся классов кристаллических решёток предла-

гается использовать нечёткие нейронные сети. Рассматриваются нечёткая нейронная сеть Такаги–
Сугено–Канга и разработанная авторами модификация нечёткой нейронной сети Ванга–Менделя. 
Предложена трёхэтапная методика обучения нейронных сетей. Показана эффективность исполь-
зования моделей нечётких нейронных сетей для определения типов кристаллических решёток. 
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Введение 
Классификация наномасштабных изображений 

(НМИ) имеет ряд особенностей. В НМИ проявляют-
ся определённые свойства строения материи, имею-
щей кристаллическую структуру, при которой ато-
мы упорядочены в кристаллические решётки. Фун-
даментальным понятием кристаллографии является 
понятие решёток Бравэ, размеры которых опреде-
ляются величиной порядка ангстрем, из которых 
строятся все кристаллы. Любой материал конструи-
руется из этих решёток в различных модификациях. 

Пространственная решётка является математической 
абстракцией. Разные кристаллы могут иметь одина-
ковые решётки. Базовых решёток Бравэ 14. В зави-
симости от пространственной симметрии все кри-
сталлические решётки подразделяются на семь кри-
сталлических систем – это триклинная, моноклин-
ная, тригональная, гексагональная, ромбическая, 
тетрагональная и кубическая [1]. На рис. 1 пред-
ставлен общий вид элементарных ячеек Бравэ (ми-
нимальных структурных элементов) для каждой 
кристаллической системы. 

 
Рис. 1. Элементарные ячейки семи кристаллических систем 

Характеристиками, однозначно определяющими 
тип кристаллической системы, являются шесть пара-
метров элементарной ячейки Бравэ: длины трёх сторон 
и величины трёх углов между сторонами (табл. 1). 

Задачу распознавания НМИ, представляющих со-
бой проекции кристаллических решёток, можно све-
сти к определению типа кристаллической решётки.  

Среди основных методов для определения типа 
кристаллических решёток можно выделить следую-
щие: компаратор Национального Института стан-
дартов и технологий [2], идентификация на основа-
нии эффективности упаковки решётки [3] и иденти-
фикация, основанная на построении изоповерхно-
стей [4]. 
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Табл. 1. Структура файла с параметрами элементарных 
ячеек кристаллических решёток моноклинного типа 

Название  
(обозначение) 

Длины  
сторон 

Величины углов 

Триклинная (aP) 1 2 3l l l≠ ≠  1 2 3α ≠ α ≠ α  

Моноклинная (mP) 1 2 3l l l≠ ≠  1 2 390α = α = ° ≠ α  

Тригональная (hR) 1 2 3l l l= =  1 2 3 90α = α = α ≠ °  

Гексагональная (hP) 1 2 3l l l= ≠  α1=120º; α2=α3=90º 

Ромбическая (oP) 1 2 3l l l≠ ≠  1 2 3 90α = α = α = °  

Тетрагональная (tP) 1 2 3l l l= ≠  1 2 3 90α = α = α = °  

Кубическая (cP) 1 2 3l l l= =  1 2 3 90α = α = α = °  

 
Однако указанные методы обладают рядом недос-

татков, ограничивающих область их применения: 
сложность подготовки кристаллов (необходимость 
тщательной полировки и монтажа), низкая эффектив-
ность при сравнении решёток, схожих по форме или 
объёму, высокая чувствительность к малым искаже-
ниям координат узлов решёток. 

Основной проблемой при решении данной задачи 
становится неоднозначность выбора двухмерной эле-
ментарной ячейки для заданной проекции (рис. 2) [5].  

 
Рис. 2. Варианты выбора двухмерной элементарной ячейки 

Детальный анализ данной проблемы был проведён 
в работах [6, 7], в которых использовалось представ-
ление решётки Бравэ в виде уникального пространст-
ва признаков, позволяющего разложить любое НМИ 
на элементарные структуры. 

Один из возможных подходов к решению описы-
ваемой проблемы был предложен в работе [8], в ко-
торой для определения типа кристаллической решёт-
ки сначала оценивались параметры исследуемой ре-
шётки, а затем проводилось их попарное сравнение с 
заранее заданной базой эталонных параметров. В ре-
зультате, вывод о принадлежности решётки к тому 
или иному типу делался на основании наибольшего 
числа совпадений её параметров с параметрами эта-
лонных решёток данного типа. 

Другой подход к решению рассматриваемой зада-
чи предложен в работе [9]. Для классификации кри-
сталлической решётки Бравэ по изображению её про-
екции было использовано распределение зависимости 

количества одинаковых расстояний от расстояния 
между центрами материальных частиц и углами на-
блюдения решётки. Для классификации решёток Бра-
вэ было предложено использовать классификатор, со-
стоящий из 15 нейронных сетей, которые охватывают 
все возможные попарные перестановки примитивных 
решёток Бравэ. Каждая сеть различала два класса. Ре-
зультатом классификации являлся класс, получивший 
наибольшее число голосов при попарном сравнении. 
Для каждой нейронной сети была выбрана архитек-
тура с двумя скрытыми слоями и сигмоидальной 
функцией активации.  

Так как классы кристаллических решёток Бравэ 
являются пересекающимися, в данной работе пред-
ложено использовать нечёткие нейронные сети. Дан-
ные модели сочетают в себе способности нейронных 
сетей к обучению и обобщению знаний, операции не-
чёткой логики, позволяющие определить степень 
принадлежности объекта к заданному классу в виде 
вещественного числа в интервале от 0 до 1, и воз-
можности классификации нечётких продукционных 
баз правил. Результатом классификации является 
класс, получивший наибольшее значение степени 
принадлежности.  

Среди основных методик решения задачи класси-
фикации при помощи нечётких нейронных сетей 
можно выделить следующие: определение парамет-
ров классификации по результатам экспериментов и 
экспертная оценка параметров. В работах [10–15] 
приведены результаты исследований подобного клас-
са нейронных сетей для решения задач классифика-
ции с использованием параметров по результатам 
экспериментов. При этом в работе [15] используется 
авторская модификация сети Такаги–Сугено–Канга 
(ТСК) – рекуррентная ТСК. Введение рекуррентности 
позволило автоматизировать процесс формирования 
нечётких правил, но увеличило вычислительную 
сложность алгоритма обучения. В работе [16] описа-
но решение задачи классификации с использованием 
нечёткой нейронной сети ТСК, в которой для отбора 
наиболее информативных классифицирующих при-
знаков и формирования нечётких правил вывода 
применена методика экспертной оценки. В работе 
[17] подобные методики использованы для обучения 
авторской модификации сети Ванга–Менделя. Недос-
татком предложенного подхода является использова-
ние субъективных оценок достаточного большого 
числа экспертов и необходимость оценки их согласо-
ванности.  

Классические модели нечётких продукционных 
нейронных сетей и модифицированные авторами мо-
дели сетей ТСК и Ванга–Менделя в качестве нечёт-
кой логической операции конъюнкции используют 
алгебраическое произведение или логическое произ-
ведение в форме минимума. Соответственно, в каче-
стве нечёткой логической операции дизъюнкции дан-
ные модели используют алгебраическую сумму или 
логическое сложение в форме максимума [15, 17, 18, 
19]. В то же время проведённые в работе [20] иссле-
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дования позволяют сделать вывод об эффективности 
использования в моделях нейронных сетей нечётких 
логических операций алгебр Гёделя, Гогэна и Лука-
шевича. В работе [21] предложены и исследованы 
модификации сети Ванга–Менделя, позволяющие ра-
ботать с нечёткими логическими операциями, задан-
ными данными алгебрами. 

Модель нечёткой нейронной сети ТСК и модифи-
кация модели сети Ванга–Менделя (сеть Мамдани–
Заде с операциями алгебры Гёделя) исследовались на 
выборке из 7000 параметров элементарных ячеек 
кристаллических решёток Бравэ, принадлежащих 7 
классам кристаллических систем. 

1. Модели нечётких сетей 
Пример структуры нечёткой сети ТСК с несколь-

кими выходами приведён на рис. 3. 

 
Рис. 3. Структура нечёткой нейронной сети ТСК с двумя 

входами, тремя правилами вывода и двумя выходами 

При этом в качестве функции фуззификации для 
каждой переменной jx  используется обобщённая 

функция Гаусса: 
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где ( ) ( )i
A jxµ  – значение коэффициента принадлежно-

сти в соответствии с применяемой функцией фуззи-

фикации Гаусса с параметрами ( ) ( ) ( )( ), ,i i i
j j jc bσ . 

Для агрегации условия i-го правила используется 
операция нечёткой конъюнкции в виде алгебраиче-
ского произведения: 
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N
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j
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µ = µ∏ . (2) 

При M правилах вывода агрегирование выходного 
результата сети производится по формуле (3), кото-
рую можно представить в виде: 
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1 1
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где ( ) 0
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y x p p x
=

= +∑  – агрегация импликации, а 

pij(i  = 1, 2,…, M; j  = 1, 2,.., N) – коэффициенты полино-
ма функции ТСК. Присутствующие в этом выраже-
нии веса wi интерпретируются как компоненты 

( ) ( )i
A xµ , определённые формулой (2). 

Первый слой сети выполняет фуззификацию каж-
дой входной переменной xj(j  = 1, 2,.., N), определяя для 
каждого i-го правила вывода значение коэффициента 

принадлежности ( ) ( )i
A jxµ . Это параметрический слой 

с параметрами ( ) ( ) ( )( ), ,i i i
j j jc bσ , подлежащими адапта-

ции в процессе обучения. 
Второй слой выполняет агрегирование отдельных 

переменных xj, определяя результирующее значение 

коэффициента принадлежности ( ) ( )i
i Aw x= µ  для век-

тора x в соответствии с формулой (2). Третий слой 
представляет собой генератор функции ТСК, рассчи-

тывающий значения ( ) 0
1

N

i i ij j
j

y x p p x
=

= +∑ . В этом 

слое также происходит умножение сигналов yi(x) на 
значения wi, сформированные в предыдущем слое. 
Это параметрический слой, в котором адаптации под-
лежат линейные веса pij(i  = 1, 2,…, M; j = 1, 2,.., N). 

Четвёртый слой составляют два нейрона-
сумматора, один из которых рассчитывает взвешен-
ную сумму сигналов yi(x), а второй определяет сумму 

весов 
1

M

i
i

w
=
∑ . 

Пятый слой состоит из нескольких выходных ней-
ронов – это нормализующий слой, в котором веса под-
вергаются нормализации в соответствии с формулой (3). 
Выходные сигналы yi(x) определяются выражением: 

( ) ( ) 1 2s s s sy x f x f f= = . (4) 

Пример структуры сети Мамдани–Заде, являю-
щейся модификацией известной сети Ванга–Менделя, 
приведён на рис. 4. 

Это четырёхслойная структура, в которой первый 
слой аналогичен первому слою сети ТСК. Второй 
слой выполняет попарное агрегирование отдельных 
переменных xj, определяя результирующее значение 

коэффициента принадлежности ( ) ( )i
i Aw x= µ  для век-

тора x в соответствии с определением операции не-
чёткой конъюнкции в виде минимума (5). 

Этот слой непараметрический. 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }min ,

i k
i A k A k

i k
A k A k

w x x

x x

= µ ⊗ µ =

= µ µ
. (5) 



Применение нечётких нейронных сетей для определения типа кристаллических решёток…  Солдатова О.П. и др. 

790 Компьютерная оптика, 2015, том 39, №5 

 
Рис. 4. Структура нейронной нечёткой продукционной 

сети Мамдани–Заде с двумя входами, четырьмя правилами 
вывода и двумя выходами 

Третий слой реализует операцию нечёткой им-
пликации в соответствии с формулой (6), в которой 
переменные vi означают заключения правил вывода, 
формируемые в процессе обучения. Это параметри-
ческий слой. 

( ) 1,
,

,
i i

A B i i
i i i

если w v
w v

v если w v→

≤
µ =  >

. (6) 

Четвёртый слой состоит из нескольких выходных 
нейронов, которые реализуют операцию нечёткой 
дизъюнкции в виде максимума (формула 7), в кото-
рой переменные zi и zk соответствуют результатам 
импликации i-го и k-го правил вывода. 

{ }max ,i k i kz z z z⊕ = . (7) 

2. Методика обучения 

Для обучения нейронных сетей были использова-
ны данные о сгенерированных элементарных ячейках 
кристаллических решёток 7 различных типов. Гене-
рация проводилась с использованием системы моде-
лирования кристаллических решёток, описанной в 
работах [22, 23], при следующих условиях:  

− число решёток на каждую кристаллическую 
систему – 1000; 

− минимально допустимое различие сторон 
ячейки – 0,050 Å; 

− минимально допустимое различие углов 
ячейки – 1 °. 

Параметры генерации элементарных ячеек: 
− диапазон длин сторон – 1-5 Å; 
− диапазон величин углов – 10-90 °. 
Для генерации решёток количество узлов по каж-

дому из направлений было задано равным трём. 
Предварительный анализ исходных данных по-

зволил разделить 7 типов кристаллических решёток 

на 4 группы в соответствии с количеством и порядко-
выми номерами информативных (ненулевых) столб-
цов в файлах данных:  

1) триклинная, тригональная; 
2) гексагональная; 
3) моноклинная; 
4) ромбическая, тетрагональная, кубическая. 
Далее было проведено обучение и тестирование 

нейронных сетей ТСК и Мамдани–Заде в три этапа: 
1) попарное обучение и тестирование нейронных 

сетей для распознавания 2 типов решёток; 
2) обучение и тестирование нейронных сетей 

для распознавания всех 7 типов решёток; 
3) обучение и тестирование нейронных сетей 

для распознавания типов решёток в подгруп-
пах 1 и 4. 

3. Определение типа кристаллических решёток 

Относительная погрешность классификации при 
всех проведённых исследованиях считалась как про-
цент неверно определённых типов кристаллических 
решёток на тестовой выборке. При исследованиях, 
проведённых на первом этапе, на вход нейронных се-
тей ТСК и Мамдани–Заде подавались 6-мерные век-
тора обучающих данных двух различных типов, вы-
ходной слой состоял из двух нейронов, в соответст-
вии с числом распознаваемых классов. Для обеих се-
тей были получены практически идентичные резуль-
таты погрешности классификации, которые приведе-
ны в табл. 2. 

Табл. 2. Значения относительной погрешности 
классификации типов кристаллических решёток, 
полученные при попарном обучении сетей ТСК  

и Мамдани–Заде (в процентах) 

 hR (1) hP (2) mP (3) oP (4) tP (4) cP (4) 

aP (1) 10 0 0 0 1 1 

hR (1)  0 0 0 0 2 

hP (2)   15 15 43 12 

mP (3)    42 16 10 

oP (4)     16 8 

tP (4)      12 

Сравним полученные результаты с классификаци-
ей кристаллических решёток на три категории в зави-
симости от числа равных трансляций и углами между 
ними, приведённой в работе [9]. Типы решёток низ-
шей категории – моноклинная и ромбическая – опре-
деляются нейронными сетями как похожие (погреш-
ность классификации составляет 42 %), а триклинная 
решётка, принадлежащая к той же категории, опреде-
ляется как совершенно от них отличная (погрешность 
классификации составляет 0 %). Данные результаты 
объясняются тем, что у моноклинной и ромбической 
кристаллических решёток совпадают 2 из трёх углов, 
а у триклинной все углы отличаются от первых двух 
типов решёток, и нейронные сети эти отличия в про-
цессе обучения уловили. 
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Типы решёток средней категории – тетрагональ-
ная и гексагональная – обеими моделями нейронных 
сетей определились как похожие (погрешность клас-
сификации составляет 43 %). Типы решёток высшей 
категории – тригональная и кубическая – обеими мо-
делями нейронных сетей определились как различные 
(погрешность классификации составляет 2 %), так как 
у них есть явное различие в значении третьего угла. 

Особый интерес представляет сравнение получен-
ных значений относительной погрешности классифи-
кации с результатами, полученными в рабо-
тах [24, 25], в которых определение типа решётки 
осуществлялось с помощью методов параметриче-
ской идентификации. Для примера возьмём наилуч-
ший результат классификации, достигнутый при со-
вместном оценивании параметров элементарных яче-
ек Бравэ и объёмов ячеек Вигнера–Зейтца (табл. 3). 

Табл. 3. Значения относительной погрешности 
классификации типов кристаллических решёток, 

полученные при использовании методов параметрической 
идентификации (в процентах) 

 hR (1) hP (2) mP (3) oP (4) tP (4) cP (4) 

aP (1) 0 0 1 0 0 0 

hR (1)  0 0 2 3 26 

hP (2)   7 0 0 0 

mP (3)    22 10 0 

oP (4)     34 15 

tP (4)      26 

Проведённое сравнение показало, что применение 
нейронных сетей позволяет существенно снизить 
значения погрешности классификации для следую-
щих типов решёток:  

− тригональная и кубическая – с 26 до 2 %; 
− ромбическая и тетрагональная – с 34 до 16 %; 
− тетрагональная и кубическая – с 26 до 12 %; 
− ромбическая и кубическая – с 15 до 8 %.  
С другой стороны, в задаче отделения моноклин-

ных и гексагональных решёток от решёток 3-й и 4-й 
подгрупп нейронные сети продемонстрировали куда 
более слабые результаты, чем методы параметриче-
ской идентификации. В частности, при отделении 
гексагональных решёток от тетрагональных значение 
относительной погрешности возросло с 0 до 43 %. 

На втором этапе исследований обе модели нейрон-
ных сетей были обучены на выборках данных, опреде-
ляющих все 7 типов кристаллических решёток. На 
вход нейронных сетей ТСК и Мамдани–Заде подава-
лись 6-мерные вектора обучающих данных 7 различ-
ных типов, выходной слой состоял из 7 нейронов, в 
соответствии с числом распознаваемых классов. В ре-
зультате проведённых исследований обе модели ней-
ронных сетей распознали с погрешностью, равной 0 %, 
кристаллические решётки гексагонального и моно-
клинного типов (2 и 3 подгруппы), что объясняется от-
личными от других типов решёток сочетаниями нуле-
вых и ненулевых столбцов в обучающих данных. Дру-

гими словами, нейронные сети определили решётки 
указанных типов как непересекающиеся классы. 

Для определения типов кристаллических решёток, 
принадлежащих 1-й и 4-й подгруппам, были проведе-
ны дополнительные исследования третьего этапа. 
При этом для определения решёток 1-й подгруппы 
применялись модели сетей ТСК и Мамдани–Заде с 6 
входами и 2 выходами, а для определения решёток 4-
й подгруппы применялись модели нейронных сетей с 
3 входами, соответствующими ненулевым столбцам 
исходных данных, и 3 выходами. Сеть ТСК показала 
погрешность классификации 10 % при определении 
типа решёток из 1-й подгруппы и 25 % при определе-
нии типа решёток из 4-й подгруппы. Сеть Мамдани–
Заде показала погрешность классификации 4 % при 
определении типа решёток из 1-й подгруппы и 12 % 
при определении типа решёток из 4-й подгруппы, что 
существенно лучше, чем в случае использования 
стандартной архитектуры сети ТСК. 

Что касается довольно невысокого результата по 
4-й подгруппе решёток, то он обусловлен геометри-
ческим пересечением классов. Множество решёток 
кубического типа (белая линия на рис. 5) лежат на 
одной прямой в 3-мерном пространстве. Данная пря-
мая лежит в плоскости, содержащей элементы тетра-
гонального типа (тёмно-серая область на рис. 5). Дан-
ная плоскость, в свою очередь, лежит в параллелепи-
педе, образованном элементами ромбического типа 
(светло-серый куб на рис. 5). 

 
Рис. 5. Иллюстрация пересечения классов  

типов решёток 4-й подгруппы 

Заключение 

В работе была предложена трёхэтапная методика 
обучения нейронных сетей: на первых двух этапах 
происходит разделение кристаллических решёток на 
непересекающиеся классы, а на последнем этапе – 
распознавание кристаллических решёток, принадле-
жащих пересекающимся классам. 

Сравнение с существующими методами парамет-
рической идентификации показало, что применение 
нейронных сетей позволяет значительно снизить по-
грешность классификации. 

Проведённое исследование задачи классификации 
кристаллических решёток в трёхмерном пространстве 
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на основе параметров элементарных ячеек Бравэ по-
казало, что нечёткие нейронные сети являются наи-
более подходящими для решения задачи определения 
типа трёхмерной решётки. 
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Abstract  

The article proposes the application of neural fuzzy networks for defining the overlapping 
classes of crystal lattices. We discuss the following neural fuzzy networks: Takagi-Sugeno-Kung 
network and a modification of Wang-Mendel neural fuzzy network proposed by the authors. A 
three-step scheme of neural network training is proposed. The results prove the efficiency of the 
proposed approach for the determination of crystal lattice types. 
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