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Аннотация 
В работе теоретически и экспериментально показано, что если внести цилиндрическую 

линзу в лазерный пучок с оптическим вихрем с целым топологическим зарядом n и с нулем 
интенсивности на оптической оси, то на расстоянии за линзой, равном ее двойному фокусно-
му расстоянию, n-кратно вырожденный ноль интенсивности разделяется на n изолированных 
нулей интенсивности, которые лежат на прямой в поперечной плоскости под углом плюс или 
минус 45 градусов к оси цилиндрической линзы в зависимости от направления спиральности 
оптического вихря (или от знака топологического заряда). Экспериментально показано, что 
таким методом можно определить топологический заряд с большим номером n = 100. 
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Введение 

Оптические вихри или вихревые лазерные пучки с 
сингулярностью фазы, несущие орбитальный угловой 
момент, в настоящее время активно исследуются, так 
как их применяют при зондировании атмосферы в 
условиях турбулентности [1], в системах беспровод-
ной связи [2], уплотнении каналов передачи инфор-
мации по волокну [3], астрономии [4], квантовой ин-
форматике [5] и микроманипуляции [6]. 

Одним из важных вопросов сингулярной оптики яв-
ляется вопрос определения топологического заряда (ТЗ) 
оптического вихря. Первые работы, связанные с этим во-
просом, рассматривали преобразования пучка Эрмита –
 Гаусса с помощью цилиндрической линзы в пучок Ла-
герра – Гаусса [7], формирование астигматического пучка 
Бесселя [8] и эллиптического пучка Лагерра – Гаусса [9]. 
Если в [7] c помощью астигматического преобразования 
цилиндрической линзы формировался оптический вихрь, 
то в [8 – 10], наоборот, оптический вихрь «разваливался» 
с помощью астигматических преобразований. В [10] для 
этого использовалась астигматическая линза, а в [8, 9] оп-
тический вихрь подвергался астигматическому преобра-
зованию путём наклона оптического элемента, который 
формирует этот оптический вихрь [11]. Укажем также на 
работы, которые посвящены оптическому измерению ор-
битального углового момента (ОУМ) светового поля. Так 
как световое поле может состоять из суперпозиции опти-
ческих вихрей с разными топологическими зарядами или 
иметь дробный топологический заряд, то в этом случае 
методы определения ТЗ не работают и следует напрямую 
измерять ОУМ. Измерению ОУМ c помощью многопо-
рядковых дифракционных оптических элементов посвя-
щены работы [12 – 14]. В этих работах оптические вихри 
с разным топологическим зарядом разделялись простран-
ственно на несколько пучков. Если в исходном пучке 
присутствовал оптический вихрь с целым ТЗ, то на оси 
одного из дифракционных порядков была интенсивность 
отличная от нуля, если нет, то на оси этого порядка был 
ноль интенсивности. Этим способом также можно опре-

делить дробный ТЗ [15]. Известны и другие способы из-
мерения ОУМ: с помощью набора отверстий в экране 
[16], дифракционной решётки с изменяющимся периодом 
[17], интерферометра [18], каскада интерферометров [19] 
или модового конвертора [20]. 

Перечисленные методы измерения ОУМ требуют 
достаточно сложной оптики: специальных оптиче-
ских элементов или громоздких интерферометров. 
Если же целью является определение только целого 
ТЗ отдельного оптического вихря, то для этого из-
вестны более простые способы: с помощью узкой 
кольцевой апертуры [21], треугольной апертуры [22, 
23], конического аксикона [24], регистрации интен-
сивности оптического вихря и вычисления Фурье-
преобразования от интенсивности [25], квадратично-
го преобразования оптического вихря с помощью 
пространственного модулятора (SLM) [26], наклона 
сферической линзы [27, 28] и цилиндрической линзы 
[29, 30]. Заметим, что экспериментально с помощью 
указанных методов определены ТЗ оптических вих-
рей с небольшими номерами n :1 [29], 2 [28], 4 [25, 
30], 5 [21, 24], 7 [22, 23], 10 [26], 14 [27]. 

В данной работе мы рассмотрим только простые 
методы определения ТЗ с помощью внесения в опти-
ческий вихрь астигматизма путём наклона освещаю-
щего пучка, наклона сферической линзы и внесения 
цилиндрической линзы. Причем все способы будут 
описаны теоретически и экспериментально. C помо-
щью SLM будет показана возможность с цилиндри-
ческой линзой определить ТЗ с максимальным номе-
ром n = 100. Это на порядок больше, чем во всех ра-
нее предложенных методах. 

1. Определение целого топологического заряда 
с помощью внесения астигматизма 

Пусть в Гауссов пучок 
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с единичной максимальной амплитудой и радиусом 
перетяжки w внедрён оптический вихрь с топологи-
ческим зарядом n: 
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где Cl = n!/k!/(n – k)! – биномиальные коэффициенты. 
В эксперименте Гауссов пучок (1) падает на спираль-
ную фазовую пластинку (СФП) с пропусканием [31]: 
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Так как знаменатель в (3) не позволяет довести 
теоретический анализ до конечного явного аналити-
ческого результата, то в дальнейшем вместо (3) будем 
описывать оптический вихрь формулой (2). Такая за-
мена позволит приближённо описать распределение 
интенсивности в плоскости наблюдения. 

Далее для сравнения будут рассмотрены несколь-
ко способов определения топологического заряда n 
оптического вихря (2): с помощью внесения в пучок 
цилиндрической линзы, наклона сферической линзы, 
наклона СФП и освещения СФП эллиптическим 
Гауссовым пучком. 

1.1. Определение ТЗ  
с помощью цилиндрической линзы 

Пусть после СФП расположена цилиндрическая 
линза, ось которой совпадает с осью y: 
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где k – волновое число света, f – фокусное расстояние 
цилиндрической линзы. Заметим, что поворот цилин-
дрической линзы вокруг оптической оси на некото-
рый угол приводит только к повороту картины интен-
сивности в плоскости наблюдения на такой же угол. 
Комплексная амплитуда света на расстоянии z от 
СФП и цилиндрической линзы описывается преобра-
зованием Френеля: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

0

2 2

, , exp
2 2

, ,

exp d d .
2

n

n

ik ik
E z

z z

E x y T x y t x

ik ik
x y x y x y

z z

∞ ∞

−∞ −∞

−   ξ η = ξ + η ×   π   

× ×

 × + − ξ + η  

∫ ∫  (5) 

Заметим, что в [30] дальше выражения (5) не по-
шли. Подставляя в (5) выражения (1), (2) и (4), полу-
чим: 
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где 
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Для вычисления интегралов (6) воспользуемся 
справочным интегралом [32] (выражение 2.3.15.10): 
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где Hm(x) – многочлен Эрмита. Тогда вместо (6) по-
лучим: 
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z0 – длина Рэлея. Сумму в (8) можно вычислить, вос-
пользовавшись справочным выражением [33] (выра-
жение 4.5.2.3): 
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Тогда вместо (8) получим: 
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Чтобы найти нули многочлена Эрмита Hn(F) в 
(11), выпишем его аргумент F более подробно: 
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Аргумент многочлена Эрмита в (12) существенно 
упростится, если положить плоскость наблюдения на 
расстоянии z =  2f: 
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Приравнивая действительную часть выражения в 
аргументе многочлена Эрмита (13) значению корня 
γn, Hn(γn) = 0, а мнимую часть – нулю, получим, что 
корни многочлена Эрмита (13) должны лежать на 
биссектрисе второго и четвертого квадрантов (η = –ξ) 
и координаты этих корней равны: 
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При смещении с биссектрисы (η = –ξ, z =  2f) корни 
многочлена Эрмита становятся комплексными, то 
есть вместо нулей интенсивности поля (11) появля-
ются минимумы интенсивности. Число локальных 
нулей интенсивности с координатами (14) точно рав-
но топологическому заряду n оптического вихря (2) 
или (3). Если изменить знак топологического вихря 
(2) на противоположный: 
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то можно показать, что нули интенсивности будут 
лежать на биссектрисе первого и третьего квадрантов 
(η = ξ, z =  2f), и их координаты будут равны: 
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Если выбрать другую плоскость наблюдения 
при произвольном z, то можно показать, что дей-
ствительные нули многочлена (12) будут лежать на 
прямой, которая проходит через начало координат 
и повернута на угол α по отношению к горизон-
тальной оси ξ: 
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Из (17) и (18) видно, что при z =  z1 =  2f получим 
Ψ = 0 и tg α = –1. То есть из (17) следует (14). 

Формула для комплексной амплитуды упрощает-
ся, если вместо Гауссова пучка (1) нормально осве-
тить СФП (2) или (3) плоской волной с единичной 
амплитудой. Тогда вместо (11) получим (w → ∞): 
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Заметим, что при замене Гауссова пучка на плос-
кую волну интеграл (5) не обладает абсолютной схо-
димостью. Однако непосредственная подстановка 
функции (19) в параксиальное уравнение Гельмголь-
ца [2ik∂/∂z + ∂2/∂ξ2

 + ∂2/∂η2]E(ξ, η, z) = 0 приводит к 
верному тождеству. 

Приравнивая в аргументе многочлена Эрмита в 
(19) реальную часть значению корня многочлена Эр-
мита γn, Hn(γn) = 0, а мнимую часть – нулю, получим: 
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Из (20) следует, что наклон прямой, на которой 
лежат действительные n нулей комплексной ампли-
туды (19), равен: 

tg
f

z f
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−
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При выборе z = 2f опять получается, что угол 
наклона прямой, на которой лежат нули (19), равен –
 45 градусов, а сами нули многочлена Эрмита имеют 
координаты: 

2 /n n n f kξ = −η = γ . (22) 

Выражение (22) также следует из (14), если поло-
жить, что w→∞ или z0 → ∞. 

Таким образом, в подпараграфе показано теоре-
тически, что при внесении цилиндрической линзы 
в лазерный пучок с оптическим вихрем с целым 
топологическим зарядом n и с нулем интенсивно-
сти на оптической оси на расстоянии за линзой, 
равном двойному фокусному расстоянию, n-кратно 
вырожденный ноль интенсивности разделяется на n 
нулей интенсивности первого порядка, которые 
лежат на прямой под углом +45 или – 45 градусов к 
оси цилиндрической линзы в зависимости от 
направления спиральности оптического вихря (или 
от знака топологического заряда). 

1.2. Определение ТЗ  
с помощью наклона сферической линзы 

В этом подпараграфе показано, что для определе-
ния ТЗ вместо цилиндрической линзы можно исполь-
зовать наклон сферической линзы. Теоретически этот 
способ определения ТЗ был рассмотрен в [27]. Но в 
[27] полученный результат не был проанализирован и 
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не было показано, что нули лежат на прямой под уг-
лом к горизонтальной оси и что этот угол зависит от 
расстояния z. Пусть сферическая линза располагается 
после Гауссова пучка (1) и оптического вихря (2) и 
повернута относительно оси y на угол β. В прибли-
жении тонкой сферической линзы поворот на не-
большой угол эквивалентен увеличению фазовой за-
держки внутри линзы в плоскости (x, z) и, значит, 
уменьшению фокусного расстояния только по оси x: 
f1 = f cos β. Тогда пропускание наклонённой сфериче-
ской линзы можно записать: 

( )2
1

1

2 2

, exp co,
2

s
2

.
ikx iky

ft x y
f f

f=
 

= − − 


β


 (23) 

Из вида функции пропускания (23) следует, что 
наклон сферической линзы эквивалентен использо-
ванию двух скрещенных цилиндрических линз с 
разными фокусами. Для простоты вместо Гауссова 
пучка будем использовать плоскую волну с опти-
ческим вихрем (2) на оптической оси. Тогда, анало-
гично (5), для комплексной амплитуды света за 
наклонной сферической линзой (23) можно запи-
сать выражение: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

2

2 2

, , exp
2 2

, ,

exp d d .
2

n

n

ik ik
E z

z z

T x y t x y

ik ik
x y x y x y

z z

∞ ∞
+

−∞ −∞

−   ξ η = ξ + η ×   π   

× ×

 × + − ξ + η  

∫ ∫  (24) 

Интегралы (24) можно точно вычислить, исполь-
зуя (7) и (10). Тогда вместо (24) получим: 

( )

( )

1/2 /2

1 2 1
2 2

2 2
2 1

/4
/2

2 1
2

1 1 2

21
, ,

2

exp 1 exp 1
2 2

1
21 ,

nn

n

i
n

n

z z iz
E z

kz

z zik ik

z z z z

k
e i z z

z zH
z z z

− π

−−    ξ η = − ×    
    

   ξ η   × + + ×      
      

 
ξ − η  

 × − 
 − 
 
 

 (25) 

где 

1 2 1 1/( ) , /( )z zf z f z zf z f= − = − . (26) 

Из (26) видно, что при z1 = z2 (наклона линзы нет) 
знаменатель в аргументе многочлена Эрмита стре-
мится к бесконечности, а сам многочлен стремится к 
своему главному слагаемому степени n. В этом слу-
чае вместо многочлена Эрмита Hn(x) остается только 
слагаемое xn, и на оптической оси остается оптиче-
ский вихрь (2). Также аргумент многочлена стремит-
ся к бесконечности при z = f. Но если z1 ≠ z2 (наклон 
линзы есть) и z ≠ f, то аргумент многочлена Эрмита в 
(25) конечный и может иметь действительные нули. 
Приравнивая действительную часть аргумента мно-
гочлена Эрмита в (25) значению корня многочлена 

Эрмита, а мнимую часть – нулю, получим, что дей-
ствительные нули многочлена Эрмита должны ле-
жать на прямой: 

( )2

1

cos

cos

z fz

z z f

− β
η = −ξ = −ξ

− β
. (27) 

Угол наклона этой прямой зависит как от расстоя-
ния до линзы z, так и от угла наклона сферической 
линзы β. При z = 2f cos β (1 + cos β)–1 < f угол наклона 
прямой с нулями интенсивности равен 45 градусам. 

Из предыдущего анализа можно предположить, 
что для определения ТЗ оптического вихря n можно 
применить любой способ внесения в оптический 
вихрь астигматизма. Например, вместо использова-
ния цилиндрической линзы или наклона сферической 
линзы можно создать эллиптический оптический 
вихрь с помощью наклона СФП или освещая СФП 
эллиптическим Гауссовым пучком. В следующих па-
раграфах это будет показано. 

1.3. Формирование эллиптического вихря  
наклоном СФП 

Пусть плоская волна падает на СФП (2) или (3). 
При небольшом наклоне СФП под углом β в плоско-
сти (x, z) по оси x увеличится набег фаз при прохож-
дении через рельеф СФП и вместо (2) можно при-
ближённо записать пропускание наклонной СФП в 
виде:  

( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

1

0

,

, cos .

n

n

n
l n l

l
l

T x y x iy

C x iy

+

− −

=

= σ + =

= σ σ = β∑
 (28) 

Из (28) видно, что наклон СФП приводит к фор-
мированию эллиптического вихря. Тогда на расстоя-
нии z от наклонной СФП комплексную амплитуду 
света можно записать в виде: 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
3

1

2 2

, , exp
2 2

( , y)

exp d d .
2

n

n

ik ik
E z

z z

T x

ik ik
x y x y x y

z z

∞ ∞
+

−∞ −∞

−   ξ η = ξ + η ×   π   

× ×

 × + − ξ + η  

∫ ∫  (29) 

Заметим, что при освещении СФП Гауссовым 
пучком (1) получаются более реалистичные (так как 
интегралы в (29) будут конечными), но более гро-
моздкие выражения. Хотя, чтобы показать, что на не-
котором расстоянии от СФП и на некоторой прямой в 
плоскости, перпендикулярной к оптической оси, бу-
дут находиться n нулей интенсивности, достаточно 
рассмотреть несобственные интегралы (29). Пользу-
ясь справочными соотношениями (7) и (10), вместо 
(29) можно записать: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

/ 2/2 2
3

/4 2

, , 1/2 2 / 1

( /2 )/ 1 .

nn n

n

i
n

E z iz k

H e k z iπ

ξ η = − − − σ ×

 × − ξσ + η − σ
 

 (30) 
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Как и (19), выражение (30) получено вычислением 
интеграла (29), не обладающего абсолютной сходи-
мостью. Поэтому справедливость выражения (30) 
также была проверена подстановкой в параксиальное 
уравнение Гельмгольца. 

В (30) многочлен Эрмита имеет комплексный ар-
гумент. Приравнивая действительную часть аргумен-
та к значению корня многочлена Эрмита γn, Hn(γn) = 0, 
а мнимую часть – нулю, получим выражения для 
прямой, на которой аргумент многочлена действи-
тельный, и для координат n нулей многочлена: 

( )
( ) 1

/ / ,

, cos .

n nz k
−

ξ = γ σ


η = −σξ σ = β

 (31) 

Интересно, что в отличие от (20) и (27) наклон 
прямой, на которой лежат нули интенсивности свето-
вого поля, не меняется с расстоянием z. Это связано с 
тем, что неограниченный пучок всегда находится в 
дальней зоне и поэтому сохраняет свой вид, меняясь 
только масштабно. Из (30) следует, что при отсут-
ствии наклона СФП (σ = 1) аргумент многочлена Эр-
мита стремится к бесконечности. При этом вместо 
многочлена Эрмита Hn(x) остается только слагаемое 
xn и на оптической оси остается оптический вихрь (2). 
Поэтому наклон линии нулей интенсивности всегда 
больше 45 градусов. 

1.4. Освещение СФП  
эллиптическим Гауссовым пучком 

Расщепить n-кратно вырожденный изолирован-
ный ноль интенсивности оптического вихря (2) на n 
нулей, лежащих на прямой, можно также с помощью 
освещения (2) или (3) эллиптическим Гауссовым пуч-
ком. Действительно, рассмотрим вместо (1) эллипти-
ческий Гауссов пучок: 

( )2 2 2 2
10( , ) exp ( / ) ( / )x yE x y x w y w= − − , (32) 

где wx и wy – радиусы перетяжки Гауссова пучка по де-
картовым координатам. Тогда комплексная амплитуда 
света на расстоянии z после СФП будет иметь вид: 
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∫ ∫  (33) 

Интегралы в (33), как и раньше, можно вычислить 
с помощью (7) и (10), тогда получим: 
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 (34) 

где 

( ) ( )
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0 0
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1 / , 1 / .

x x y y

x x x y y y
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q w iz z q w iz z− −
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Выпишем подробнее аргумент F многочлена Эр-
мита в (34): 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 2
2 2

/(2 )

.
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yo x xo y

y xo x yo
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 × − − − 

 (36) 

Из (36) видно, что при wx = wy знаменатель (36) 
стремится к нулю, а сам аргумент F – к бесконечно-
сти. При этом вместо многочлена Эрмита Hn(x) оста-
ется только слагаемое xn и на оптической оси остается 
оптический вихрь (2). Приравнивая мнимую часть ар-
гумента F нулю, найдем уравнение прямой, на кото-
рой лежат n нулей интенсивности поля (34): 
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0 0

0 0

2 2 2 2
0 0

(zcos sin )/(zsin cos ) ,
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= − + +

+ − − 

(37) 

Из (37) видно, что прямая, на которой расположе-
ны n нулей интенсивности, поворачивается вокруг 
оптической оси при изменении расстояния z от СФП. 
В дальней зоне (z >> zx0, zy0) A = 0 и η = –ξz/zx0. 

2. Эксперимент 

2.1. Определение ТЗ при наклонном падении на СФП 

На рис. 1 показана оптическая схема эксперимен-
та. Диаметр пучка света, падающего на дисплей мо-
дулятора света, равен R ≈ 6 мм, длина волны 
λ =  532 нм. Вместо наклона СФП удобнее наклонять 
падающий на неё лазерный пучок. Поэтому в экспе-
риментах менялся угол падения на дисплей модуля-
тора света. Были исследованы три угла падения: 
α = 15, 30 и 45 градусов (угол отсчитывался от норма-
ли к дисплею). При угле падения α = 15 градусов уве-
ренно определялись ТЗ n < 2. При угле падения α = 30 
градусов определялись ТЗ n < 4 и при угле падения 
α = 45 градусов определялись ТЗ n < 8. 

На рис. 2 показаны распределения интенсивности 
в фокусе сферической линзы L4 для разных тополо-
гических зарядов n от 1 до 8 при наклонном падении 
на СФП, записанную на SLM, под углом 45 градусов.  

Из рис. 2 видно, что с ростом топологического за-
ряда обнаружить уверенно нули интенсивности ста-
новится всё труднее. 

На рис. 3 показаны распределения интенсивности, 
аналогичные картинам на рис. 2, но для некоторых 
оптических вихрей с отрицательными топологиче-
скими зарядами. Из рис. 3 видно, что наклон линии 
нулей теперь изменился по отношению к линиям ну-
лей для оптических вихрей с положительным тополо-
гическим зарядом (рис. 2). 
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На рис. 4 показаны распределения интенсивности 
в фокусе сферической линзы при разных углах 
наклона падения пучка на СФП с ТЗ n = 2. Согласно 
формуле (31) угол наклона линии нулей должен ме-
няться от 45 до 90 градусов. 

 
Рис. 1. Экспериментальная схема: Laser – твердотельный 
лазер (λ =  532 нм), PH – пинхолл, L1, L2, L3 и L4 – линзы 
с фокусными расстояниями (f1 =  250 мм, f2 =  150 мм, 
f3 = 150 мм, f4 = 500 мм), SLM – пространственный 

модулятор света PLUTO VIS (разрешение 1920 ×  1080 
пикселов, размер пикселя – 8 мкм), D – диафрагма, 

выполняющая роль пространственного фильтра, CCD – 
видеокамера LOMO TC-1000 

  а)    б)  

  в)    г)  

  д)    е)  

ж)    з)  

Рис. 2. Угол падения α =  45 градусов.  
Распределения интенсивности (негатив), сформированные 

СФП с n: 1 (а), 2(б), 3(в), 4(г), 5(д), 6(е), 7(ж), 8(з) 
в фокальной плоскости линзы L4 с фокусным расстоянием 

500 мм. Размеры картинок – 750×750 мкм 

Из рис. 4 видно, что с увеличением угла наклона 
падающего на СФП пучка линия нулей стремится к 
горизонтальной линии, а сами нули интенсивности 
проявляются всё более отчётливо. В эксперименте 
рассматриваемая ситуация повернута на 90 градусов 

по отношению к формуле (31) из-за разного выбора 
поперечных осей x, y. 

а)    б)  

в)    г)  
Рис. 3. Угол падения α =  45 градусов.  

Распределения интенсивности (негатив), сформированные 
СФП с n: –1(а), –2(б), –4(в), –6(г) в фокальной плоскости 

линзы L4 с фокусным расстоянием 500 мм.  
Размеры картинок – 750×750 мкм 

а)    б)  

в)  
Рис. 4. Распределения интенсивности (негатив) в фокусе 
сферической линзы для СФП с топологическим зарядом 

n =  2 при освещении ее с наклоном от нормального  
на 45 (а), 30 (б) и 15 (в) градусов.  
Размеры картинок – 750×750 мкм 

Из приведённых примеров видно, что метод опре-
деления ТЗ с помощью наклона СФП или наклона па-
дающего на СФП пучка ограничен номерами n < 10. 
Поэтому далее рассмотрим метод, в котором не надо 
ничего поворачивать и в котором определяемый ТЗ 
ограничивается только разрешением регистрирующе-
го устройства. 

2.2. Определение ТЗ  
с помощью наклона сферической линзы 

В этом подпараграфе мы вслед за работой [27] прове-
дем определение ТЗ c помощью поворота сферической 
линзы, размещённой в лазерном пучке с оптическим вих-
рем. На рис. 5 показана схема эксперимента. Сферическая 
линза L4 расположена на вращающейся платформе RM, 
которая позволяет изменять угол наклона линзы по от-
ношению к оптической оси лазерного пучка. 

В этом методе максимальный ТЗ, который может 
быть обнаружен, зависит от угла наклона линзы. На 
рис. 6 показаны максимальные ТЗ, которые можно 
уверенно обнаружить при разных углах наклона 
сферической линзы. Чем больше угол наклона лин-
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зы, тем больший ТЗ можно определить. Например, 
при угле наклона в 15 градусов максимальный обна-
руживаемый ТЗ равен n = 10 (рис. 6б), при угле 
наклона 30 градусов – максимальный ТЗ n = 50 
(рис. 6г), при угле наклона 45 градусов – максималь-
ный ТЗ n = 100 (рис. 6е). 

 
Рис. 5. Экспериментальная схема: 

 Laser – твердотельный лазер (λ =  532 нм),  
PH – пинхолл (размер отверстия – 40 мкм),  

L1, L2, L3 и L4 – линзы с фокусными расстояниями 
(f1 =  250 мм, f2 =  150 мм, f3 =  150 мм, f4 =  500 мм),  

SLM – пространственный модулятор света PLUTO VIS 
(разрешение 1920×1080 пикселов, размер пикселя –  

8 мкм), BS – светоделительный кубик, D1 и D2 – 
диафрагмы, M – зеркало, RM – вращающаяся 

платформа, CCD – видеокамера LOMO TC-1000 

а)  б)  

в)  г)  

д)  е)  
Рис. 6. Распределения интенсивности (негатив), 
сформированные СФП различного порядка n при 
фокусировке с использованием сферической линзы с 

фокусным расстоянием f =  500 мм на расстоянии z, равном 
475 мм (а,б), 400 мм (в,г) и 260 мм (д,е) от плоскости 
линзы. Угол наклона линзы α (град.) изменялся: α =  15, 

n =  +9 (а); α =  15, n =  +10 (б); α =  30, n =  +20 (в); α =  30, 
n =  +50 (г); α =  45, n =  +50 (д); α =  45, n =  +100 (е).  

Размер риски на изображениях – 500 мкм 

В методе определения ТЗ с помощью наклона 
сферической линзы картины интенсивности имеют 
разный вид при одинаковом ТЗ и разных углах 
наклона. Так, на рис. 7 показаны распределения ин-
тенсивности на разных расстояниях от сферической 
линзы для оптического вихря, сформированного СФП 
с ТЗ n = – 6 при разном угле наклона α. Из рис. 7 вид-
но, все нули интенсивности лежат на прямой под уг-
лом – 45 градусов (хотя углы наклона α и расстояние 
z от линзы разные). Заметим, что на рис. 6 все нули 
интенсивности также независимо от ТЗ n > 0, угла 
наклона α линзы и расстояния z от линзы лежат на 
прямой под углом +45 градусов. 

а)  б)  в)  

Рис. 7. Распределения интенсивности (негатив), 
сформированные СФП одного порядка n =  –6 

при фокусировке с использованием сферической линзы 
с фокусным расстоянием f =  500 мм на расстоянии z, равном 

475 мм (а), 400 мм (б) и 260 мм (в) от плоскости линзы. 
Угол наклона линзы α (град.) изменялся: α =  15 (а); α =  30 (б); 

α =  45 (в). Размер риски на изображениях – 500 мкм 

В следующем подпараграфе рассмотрен метод 
определения ТЗ с помощью цилиндрической линзы. 
Этот метод свободен от недостатков двух предыду-
щих экспериментальных методов, так как без какого-
либо наклона линзы в этом методе можно уверенно 
определить ТЗ до n = 100. И, кроме того, в методе с 
цилиндрической линзой не надо менять расстояние 
до линзы, а все измерения надо проводить на двой-
ном фокусном расстоянии от линзы. 

2.3. Определение ТЗ  
с помощью цилиндрической линзы 

На рис. 8 показана схема эксперимента, аналогич-
ная схеме на рис. 1, но вместо сферической линзы L4 
используется цилиндрическая линза L4 c фокусным 
расстоянием f = 100 мм. 

 
Рис. 8. Экспериментальная схема: L – твердотельный 

лазер (λ =  532 нм), PH – пинхолл (40 мкм),  
L1, L2, и L3 – сферические линзы с фокусными расстояниями 

(f1 =  250 мм, f2 =  350 мм, f3 =  150 мм), L4 – цилиндрическая 
линза с фокусным расстоянием f4 =  100 мм,  

SLM – пространственный модулятор света PLUTO VIS 
(разрешение 1920×1080 пикселов, размер пикселя 8 мкм), 
D – диафрагма, выполняющая роль пространственного 
фильтра, CCD – видеокамера ToupTek U3CMOS08500KPA 

(размер пикселя – 1,67 мкм) 
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Аналогичная схема для астигматического преоб-
разования вихревых пучков, сформированных ди-
фракционными оптическими элементами, была ис-
следована в работе [34]. 

На рис. 9 показаны распределения интенсивности 
на двойном фокусном расстоянии z = 2f = 200 мм от 
цилиндрической линзы. В соответствии с (13) и (14) n 
нулей интенсивности лежат на прямой, под углом –45 
градусов к горизонтальной оси. Из рис. 9 видно, что 
нули разрешаются вплоть до n = 100. На рис. 10 пока-
зана увеличенная картинка, показанная на рис. 9о, и 
видны все 100 нулей интенсивности. 

а)  б)  в)  г)  

д)  е) ж)  з)  

и)  к)  л)  м)  

н)  о)  

Рис. 9. Распределения интенсивности (негатив), 
сформированные на расстоянии z =  200 мм с помощью 
СФП с порядком n: (а) 0, (б) +1, (в) +2, (г) +3, (д) +4, (е) 

+5, (ж) +6, (з) +7, (и) +8, (к) +9, (л) +10, (м) +20, (н) +50, 
(о) +100. Размеры картинок – 4200×4200 мкм 

 
Рис. 10. Увеличенная картина интенсивности (негатив), 
показанная на рис. 9о (n =  100). Размер картинки – 

4200×4200 мкм 

На рис. 11 показаны распределения интенсивности 
для n = 10 при повороте цилиндрической линзы во-
круг оптической оси на разные углы. Из рис. 11 вид-
но, что картина интенсивности также поворачивается, 
следуя за поворотом цилиндрической линзы. 

а)    б)  

в)    г)  
Рис. 11. Распределения интенсивности (негатив), 

сформированные на расстоянии z =  200 мм с помощью СФП с 
порядком n =  +10 при различных углах α (град.) поворота 
цилиндрической линзы относительно оси распространения 
пучка: (а) 0, (б)+45, (в)+90, (г) +135. Размеры картинок – 

4200×4200 мкм 

На рис. 12 показаны распределения интенсивности 
на двойном фокусном расстоянии от цилиндрической 
линзы для нескольких оптических вихрей с отрица-
тельным ТЗ. Из рис. 12 видно, что нули интенсивно-
сти лежат на прямой под углом +45 к горизонтальной 
оси в отличие от нулей на рис. 9, лежащих на прямой 
под углом –45 к горизонтальной оси (ось цилиндри-
ческой линзы лежит на горизонтальной оси). 

Заметим, что наклон линий нулей для положи-
тельных и отрицательных ТЗ в методе с цилиндриче-
ской линзой (рис. 9 и 12) противоположный по отно-
шению к методу с наклоном сферической линзы 
(рис. 6 и 7). Это связано с тем, что измерения интен-
сивности на рис. 6 и 7 проводились до фокуса сфери-
ческой линзы (z < f = 500 мм), а измерения интенсив-
ности на рис. 9 и 12 проводились после фокуса ци-
линдрической линзы (z = 2f = 200 мм). Это следует 
также из уравнения (20). 

а)  б)  

в)  

Рис. 12. Распределения интенсивности (негатив), 
сформированные на расстоянии z =  200 мм с помощью 
СФП с порядком n: (а) –5, (б) –10, (в) –20. Размеры 

картинок – 4000×4000 мкм 
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На рис. 13 показаны распределения интенсивности 
на двойном фокусном расстоянии от цилиндрической 
линзы для оптических вихрей с дробным топологиче-
ским зарядом. Из рис. 13 видно, как постепенно из 2 
нулей интенсивности формируются 3 нуля интенсив-
ности. Качественная методика определения дробного 
топологического заряда по картинкам на рис. 13 та-
кая. Если имеется два нуля интенсивности на линии 
под углом – 45 и по вертикальной линии есть «тём-
ный отрезок» (область пониженной интенсивности), 
который не касается линии нулей, то n от 2,1 до 2,5. 
Если на картине уже три нуля и «тёмный отрезок» ка-
сается третьего нуля, то n от 2,5 до 2,9. Если верти-
кальный «тёмный отрезок» на картине отсутствует, то 
топологический заряд целый. 

а)   б)  

в)   г)  
Рис. 13. Распределения интенсивности (негатив), 

сформированные на расстоянии z = 200 мм с помощью 
СФП с дробным порядком: (а) n =  2,3, (б) n =  2,5, (в) n =  2,7, 

(г) n =  2,9. Размеры картинок – 4000×4000 мкм 

Заключение 

Ещё в [7] было показано, что цилиндрическая линза 
меняет ОУМ лазерного пучка. С помощью цилиндри-
ческой линзы в [7] из пучка Эрмита–Гаусса, не обла-
дающего ОУМ, получался пучок Лагерра–Гаусса, об-
ладающий ОУМ. В этой статье, наоборот, внесение 
цилиндрической линзы в оптический вихрь, аналогич-
ный пучку Лагерра–Гаусса, не меняет ОУМ пучка, а 
приводит к снятию вырождения с n-кратно вырожден-
ного изолированного нуля интенсивности пучка Ла-
герра–Гаусса и его расщеплению на n изолированных 
однократных нулей. 

В этой работе теоретически и экспериментально с 
помощью жидкокристаллического микродисплея ис-
следовались несколько способов определения тополо-
гического заряда оптического вихря. В этих методах це-
лый топологический заряд определяется по простому 
подсчёту нулей интенсивности (число нулей интенсив-
ности равно топологическому заряду). Исходный опти-
ческий вихрь с n-кратно вырожденным нулем интен-
сивности на оптической оси распадается на n изолиро-
ванных нулей интенсивности (первого порядка) при 

внесении астигматизма в пучок или в оптическую схе-
му. Рассмотрены следующие способы внесения астиг-
матизма: с помощью внесения в пучок цилиндрической 
линзы, с помощью наклона сферической линзы, внесён-
ной в оптический вихрь, с помощью наклона оптическо-
го элемента, формирующего оптический вихрь, или при 
наклонном падении Гауссова пучка на этот оптический 
элемент, а также с помощью освещения оптического 
элемента эллиптическим Гауссовым пучком. Для всех 
перечисленных способов получены явные выражения 
для распределения комплексной амплитуды света в 
плоскости наблюдения. Показано, что комплексные ам-
плитуды пропорциональны многочлену Эрмита n-го 
порядка с комплексным аргументом. Получены усло-
вия, при которых аргумент многочлена Эрмита стано-
вится действительным и найдены координаты нулей 
многочлена, которые лежат на прямых линиях в попе-
речных плоскостях. Эти нули многочлена Эрмита опи-
сывают реальные нули интенсивности световых полей, 
число которых равно топологическому заряду исходно-
го оптического вихря. Экспериментальные результаты 
согласуются с теорией. Метод определения топологиче-
ского заряда с цилиндрической линзой оказался самым 
работоспособным, с помощью него был определен то-
пологический заряд n = 100. Это почти на порядок 
больше, чем в известных работах, посвящённых этой 
теме. Отметим, что вихревой лазерный пучок, сформи-
рованный СФП, после внесения в него астигматизма 
становится похожим на вихревой пучок Эрмита –
 Гаусса, рассмотренный в [35]. Отличие рассмотренных 
здесь лазерных пучков от пучков из [35] в более слож-
ной зависимости комплексного аргумента многочлена 
Эрмита от параметров задачи. 
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DETERMINATION OF AN OPTICAL VORTEX TOPOLOGICAL CHAR GE  
USING AN ASTIGMATIC TRANSFORM 

V.V. Kotlyar 1, 2, A.A. Kovalev 1, 2, A.P. Porfirev 1, 2 
1 Image Processing Systems Institute – branch of the FSRC "Crystallography and Photonics" of RAS, Samara, Russia, 

2 Samara National Research University, Samara, Russia 

Abstract 
It It is shown both theoretically and experimentally that if a cylindrical lens is placed into a la-

ser beam, having an optical vortex with integer topological charge n and on-axis intensity null, 
then at the double focal distance behind the lens, the n-fold degenerate intensity null is split into n 
isolated intensity nulls. These intensity nulls lie on a straight line in the transverse plane at an an-
gle of + 45 or – 45 degrees to the axis of the cylindrical lens, depending on the vortex helicity di-
rection (i.e. sign of the topological charge). Experiments show that such a method can be used to 
determine higher-order topological charges up to n = 100. 
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