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Введение 

Поляризационное состояние лазерных пучков иг-

рает существенную роль в различных приложениях, 

включая визуальное улучшение и дистанционное 

зондирование [1], микроскопию [2 – 4], медицину и 

биофизику [5 – 7], дисплеи [8], манипулирование мик-

ро- и наночастицами [9, 10], литографию, нелиней-

ную оптику [11, 12], обработку материалов [13 – 15], 

телекоммуникации [16 – 18].  

Также важна пространственная структура лазерного 

пучка. В частности, пучки Бесселя обладают, c одной 

стороны, бездифракционными свойствами и протяжён-

ным фокусом [19], а с другой стороны, обеспечивают 

центральное световое пятно меньше дифракционного 

предела [20, 21]. Эти свойства конических пучков вос-

требованы в различных приложениях [22 – 28]. 

Существуют различные способы формирования ко-

нических пучков, среди которых наиболее эффектив-

ным является использование конического аксикона [29]. 

Дифракционным аналогом конического аксикона явля-

ется кольцевая решётка [30]. Удобство использования 

кольцевой дифракционной решётки состоит в возмож-

ности динамического изменения характеристик оптиче-

ского элемента за счёт периода полос [31]. Недостатком 

является потеря эффективности, связанная с перерас-

пределением части энергии в высокие дифракционные 

порядки, которые, тем не менее, не влияют на формиро-

вание светового отрезка вдоль оптической оси. 

Применение дифракционных аксиконов с высокой 

числовой апертурой обеспечивает формирование 

мощной продольной компоненты электрического по-

ля на оптической оси [32 – 34], причём наибольшее 

усиление достигается при использовании радиальной 

поляризации [35].  

Существуют различные методы формирования ла-

зерных пучков Бесселя с неоднородной поляризацией. 

Универсальным подходом является использование 

жидкокристаллических модуляторов света [36], однако 

данные устройства характеризуются низким разрешени-

ем, что не позволяет формировать непараксиальные ко-

нические пучки высокого качества. В работе [37] ис-

ходный пучок Бесселя производился при помощи реф-

ракционного аксикона, а дальнейшее формирование 

поляризационного состояния осуществлялось в двухос-

ном двулучепреломляющем кристалле. Аналогичный 

подход использовался в работе [38], но при использова-

нии дифракционных элементов для генерации исходных 

пучков. В этом случае можно создать коническую волну 

с предельной числовой апертурой, что недостижимо 

при использовании конических аксиконов в связи с эф-

фектом полного внутреннего отражения [39]. Кроме то-

го, использование дифракционных элементов позволяет 

формировать произвольные пучки [10, 18, 38, 40], а не 

только конические. Вместо анизотропного кристалла 

можно также использовать стопу Столетова [41], кото-

рая, однако, имеет довольно низкую энергетическую 

эффективность. Поэтому для достижения хорошего по-

ляризационного контраста лучше применять много-

слойную структуру [42].  

Практически все перечисленные подходы основа-

ны на преобразовании исходной круговой поляриза-

ции в цилиндрическую, что приводит к появлению в 

пучке вихревой фазы [42, 43]. В данной работе этот 

эффект рассматривается для конических волн в рам-

ках строгой векторной теории.  

1. Векторное решение системы уравнений 

Максвелла в цилиндрической системе координат  

Уравнения Максвелла имеют вид  

0

0

rot ( ) ( ),

rot ( ) ( ),

div ( ) 0,

div ( ) 0,

ik

ik

= µ

= − ε

µ =

ε =

E r H r

H r E r

H r

E r

 (1) 

где r – вектор пространственных координат, ε, µ – 

диэлектрическая и магнитная проницаемости среды 

соответственно, k0
 
=

 ω /c
 
=

 
2π /λ0 – волновой вектор в 

вакууме, λ0 – длина волны в вакууме, 
0

k k= µε  – 

волновой вектор в среде. 
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Общее решение системы уравнений Максвелла (1) 

можно записать как суперпозицию частных решений: 

0

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( / ) ( ) ( ) .

i a b

k k a b

 = + 

 = µ + 

∑

∑

m m

m m

m

m m

m m

m

E r M r N r

H r N r M r
 (2) 

В качестве решений можно взять следующие 

функции [44]: 

( ) ( )( )

( )
( )

,

,
k

= ∇ψ ×

∇×
=

m m

m

m

M r r c

M r
N r

 (3) 

где c – постоянный вектор, а функция ψm(r) удовле-

творяет уравнению Гельмгольца:  

2 2( ) ( ) 0k∇ ψ + ψ =
m m

r r . (4) 

Рассмотрим цилиндрическую систему координат. 

Уравнение Гельмгольца (4) в цилиндрической 

системе координат:  

( ) ( )

( )
( )

2

2 2

2

2

2

, , , ,1 1

, ,
, , 0.

r z r z
r

r r r r

r z
k r z

z

∂ψ ϕ ∂ ψ ϕ ∂
+ + 

∂ ∂ ∂ϕ 

∂ ψ ϕ
+ + ψ ϕ =

∂

m m

m

m

 (5) 

Представим решение в виде: 

( ) ( ) ( )2 2

( , , )

exp exp ,

m

m

r z

Z k r im i z

γ

γ

ψ ϕ =

= − γ ϕ γ
 (6) 

тогда уравнение (5) можно переписать в виде  

2 2 2 2 0
m

m

Z
r r k r m Z

r r

γ   
    γ  

∂ ∂
+ − γ − = 

∂ ∂ 
. (7) 

Когда k
2 
–

 γ2 
>

 
0, решением (7) будут цилиндриче-

ские функции Бесселя.  

Также уравнение (5) можно переписать в виде  

2 2 2 2
0.

m

m

B
r r

r r

k r m B

γ

  
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− 
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 (8) 

Когда γ2 
–

 
k

2 
>

 
0, решением будут модифицирован-

ные цилиндрические функции Бесселя. 

В цилиндрической системе координат, считая 

c
 
=

 
ez, вместо (3) получим: 
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2. Моды металлического волновода 

Поле внутри металлического волновода радиусом 

R представим на основе выражений (2) – (10): 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

,

,0

, , , ,

, , ,

, , , ,

, , .

m

m

m
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m

m

m

m
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b r z

k
r z a r z

k
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γ

γ

γ

γ
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γ

γ
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∑

∑

E M

N
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Граничные условия для электрических z- и ϕ-ком-

понент имеют вид:  

( )(
( ))

( )(
( ))

, ,

, , 0,

, ,

, , 0.

m

m z

m

m z

m

m

m

m

i a M R z
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
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
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
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 (12) 

После преобразования система уравнений (12) 

приобретает вид  

( )
( )

2 2

2 2

0,

0.

m TM

m TE

J k R

J k R

r

 − γ =


∂ − γ


= ∂

 

Первое уравнение – это условие существования 

для ТМ-моды. Второе уравнение – условие существо-

вания ТЕ-моды. 

Обозначим  

2 2

TE
kα = − γ , 

2 2

TM
kβ = − γ   

и выпишем моды в явном виде: 

( )
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( )( )
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1
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0
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m
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 
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 (13) 
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( )
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1
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Рассмотрим теперь поле только c поперечными 

электрическими компонентами: 
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где 
( )

( )0, 0.
m mp

m mp
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r

∂ α
= β =

∂
 (16) 

Рассмотрим выражение для поля (15) при z
 
=

 
0: 
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,
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где
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С учётом ортогональности функций (18), коэффи-

циенты разложения в (17) находятся по формулам:  
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где ( ) ( )* *
( ), ( )rr F r F r

+

ϕ=  F , 

( ) ( ) ( )
0

d

R

r r r r r
+

=   ∫F F F . 

Рассчитав коэффициенты (19), получим поле на 

любом расстоянии: 
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3. Описание распространения импульсов 

Выражение (21) описывает комплексную ампли-

туду электрического поля. Электрическое поле вы-

ражается: 

( )

( ){

( ) }*

, , ,

1
, , , exp ( )

2
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∫

E

E

E

 (22) 

При этом комплексная амплитуда должна удовле-

творять условию: 

( ) ( )*
, , , , , , .z zρ θ −ω = ρ θ ωE E  (23) 

Тогда вместо (22) после алгебраических преобра-

зований получим: 
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∞
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 
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∫

E

E
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Функция в квадратных скобках называется анали-

тическим сигналом: 
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( )

( )
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∞

ρ θ =

= ρ θ ω − ω ω∫

V

E
 (25) 

Для функции (21) аналитический сигнал будет вы-

глядеть следующим образом: 
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Зависимость коэффициентов от частоты связана с 

пространственным распределением, а частотная зави-

симость импульса может быть учтена в виде допол-

нительной функции Gmp(ω):  

( )

( ){

( )}
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, , ,

( ) ( ) , , ,
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mp mp
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∞

ρ θ =

= ω ω ρ θ ω +

+ ω ρ θ ω − ω ω

∑∫

V

M

N

 (27) 

Запишем (27) в более удобной для анализа форме: 

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

2 2

,0

2 2
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m p
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m p
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∞

∞

ρ θ = ω ω ρ θ ω − α − ω ω +

+ ω ω ρ θ ω − β − ω ω

∑∫

∑∫

V M

N

 (28) 

Обозначим 
2 2

mp mpk kα = − α , 
2 2

mp mpk kβ = − β , тогда 

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }
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∞
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∞

β
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+ ω ω ρ θ ω ω − ω ω

∑∫

∑∫

V M

N

 (29) 

Приближение групповой скорости 

Рассмотрим достаточно длинный квазимонохро-

матический импульс с несущей частотой ω0. Тогда 

можно приближённо положить Gmp(ω)
 
=

 
G(ω − ω0). 

Разложим knpα(ω) в ряд Тейлора в окрестности ω0: 

( )

( )
0

0 0

0 0 0

d ( )
( ) ( )

d

( ) / ( ) ,

mp

mp mp

mp mp

k
k k

k v

α

α α

ω=ω

α α

ω
ω = ω + ω − ω =

ω

= ω + ω − ω ω

 

где v (ω) = dk / dω – групповая скорость. 

Аналогично для knpβ
 (ω). Подставим полученные 

разложения в (29): 

( ) ( )
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   ω − ω 
 + ω − ω ω ρ θ ω ω + − ω ω    ω    

∑∫

∑∫

V M
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 (30) 

После преобразований получим 

( ) ( ) ( ){ } ( )
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z
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z
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v

∞

α

α

∞

β

β
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∑∫

∑∫

V M

N

 (31) 

Полагая, что коэффициенты и функции слабо меняются от частоты по сравнению с G(ω – ω0), можно при-

ближённо записать: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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0 0 0 0 0 0
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   
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∑ ∫

∑ ∫

V M

N .




 (32) 

С учётом того, что G(ω) узкая, расширяем пределы интегрирования до бесконечных и получаем 
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( ) ( )0 0 0

0
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( ) exp d
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( ) exp d .
( ) ( )

g

g g

z
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v

z z
G i t F t
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    
 = ξ − ξ ξ = −     ω ω     

∫

∫

 (33) 

Из (33) видно, что функция F(x) является преобразованием Фурье от функции G (ω). Тогда  
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z
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z
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v

α
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β

β
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ρ θ ≈ ω ρ θ ω ω − ω − +   ω   

   
+ ω ρ θ ω ω − ω −   ω   

∑

∑

V M

N

 (34) 

Таким образом, аналитический сигнал представ-

ляет собой промодулированную суперпозицию набо-

ра волн, распространяющихся с разными скоростями. 

4. Векторное вихревое поле в волноводе 

Пусть входное векторное поле задано в декарто-

вых координатах следующим образом: 

( ) ( )
0 0

( )
exp

( )

xd

m

y

E r
r im

E r

 
,ϕ = ϕ 

 
E , (35) 

где m0 – фиксировано.  

Заметим, что TE- и ТМ-моды (18) заданы в ци-

линдрической системе координат. 

Перепишем их в декартовых координатах: 

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

,

0

,

0

1

cos sin

,

sin cos

1
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.
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mp

m mp

m mp

m mp

m mp
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mp

m mp

m mp

m mp

m mp

r
k
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J r

r r
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J r

r r

r
k

J r im
J r

r r

J r im
J r

r r

= ×

 ∂ α
 α φ + φ

∂ × ∂ α α φ − φ 
∂ 
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 ∂ α
 φ − α φ

∂ × ∂ α φ + α φ 
∂ 

F

F

 (36) 

При m = 0 получим: 

( )
( )

( )
( )

0 0,

0

0

0 0,

0

0

sin1
,
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.

sin

pd TE

p

pd TM

p

J r
r
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J r
r
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∂ α− φ 
= −  φ ∂ 

∂ αφ 
=  φ ∂ 

F

F

 (37) 

Очевидно, TE-мода соответствует азимутальной 

поляризации, а TM-мода – радиальной. 

Используя соотношение для производной, можно 

записать: 

( ) ( )

( ) ( )

0,

0 1 0

0

0,

0 1 0

0

sin
,

cos

cos
.

sin

pd TE

p p
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p p
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k

r J r
k

α− φ 
= α φ 

αφ 
= − α φ 

F

F

 (38) 

Т.е. в центральной точке моды имеют нулевую 

интенсивность. 

Далее для удобства вычислений преобразуем поле 

(35) в декартовы координаты и учтём коэффициенты 

пропускания Френеля tTE, tTM: 

( )
( )
( )

( )
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cos sin 0

sin cos 0 .

0 0 1
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ϕ
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     

 (39) 

Таким образом, поле (35) примет следующий вид: 
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0

( )
exp
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r
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E

 (40) 

Разложим поле (40) по векторным модам (18). Ис-

пользуя выражения (19), выпишем коэффициенты 

разложения: 

( ) ( ) ( )
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 (41) 
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Возьмём интеграл по углу: 
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Обозначим  
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Тогда коэффициенты 
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При круговой поляризации входное поле (35) 

можно записать следующим образом: 
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m r E r im
i

 
,ϕ = ϕ 
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Тогда поле (47) в цилиндрических координатах 

примет вид: 
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В этом случае интегралы (44) можно переписать: 
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Из (49) следует: 
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α = α
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Используя связь (50), получаем, что 
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Таким образом, коэффициенты не равны нулю 

только при n = (m0
 + 1). Если поляризация будет про-

тивоположного направления, то останутся коэффи-

циенты при n = (m0
 – 1). 

Подставим коэффициенты (51) в суперпозицию 

(17). Учитывая дельта-функции, в сумме остаются 

только слагаемые с n = (m0
 + 1):  

( ) ( ) ( ){ }

( )
( ) ( )( )

( ) ( ){ }

( )

( )

( )
( )

0

0

0 0 0

0

0 0 0

0

0 ( 1)

( 1) 2 2

( 1) 2 ( 1) 1 0

( 1)

0

( 1) 2 ( 1) 1 ( 1)

2

( 1)
2 2

( ( 1)/ )

, , exp ( 1)

0

( 1)

m p

m p

m TE m x p TM m x p p

p

m p

TM m x p TE m x p m p

p

p

m p

p

i m J

J
z it T t T i m k z

J

i m
t T it T J

i
J

k

+

+

+ +

+

+ + +

+

 + ρ α ρ
 
 ∂ α ρ
 ρ θ = α − α − + θ + − α +

∂ρ 
 
 
 


∂ β ρ

∂ρ

+
+ β − β β ρ

ρ

β
− β ρ

− β


∑

∑

E

( )( )2 2

0
exp ( 1) .

p
i m k z


 
 
 
 

+ θ + − β 
 
 
 
 



 (52) 
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5. Поле, формируемое аксиконом, при круговой 

поляризации освещающего пучка 

Пусть входное поле в (47) представляет собой 

сходящуюся коническую волну: 

( ) exp( )E r ik r= − γ . (53) 

Рассмотрим случай, когда размер волновода зна-

чительно больше длины волны. Тогда в (52) вместо 

сумм будут интегралы в бесконечных пределах и с 

учётом αp
 ≈ βp

 ≈ 
kγ, а также Tnx1(α) ≈ δ(α–kγ)

 
/ (kγ), по-
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При m0
 
=

 
0 вместо (54) получим: 
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 (55) 

При прохождении поля через интерференционный многослойный поляризатор [42], выделяющий TE- или 

TM-волну, в сформированном поле останется верхнее или нижнее слагаемое соответственно. 

В частности, в декартовых координатах: 
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 (56) 

С учётом соотношения для производной: 
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( )
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  (57) 

выражения (56) примут следующий вид: 
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При больших значениях радиуса ρ сформированные поля будут иметь ожидаемую поляризацию:  
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Т.е. в первом случае будет вихревая азимутальная поляризация, а во втором – вихревая радиальная поляризация.  

С учётом асимптотического поведения функций Бесселя: 

2
( ) cos

2 4
J x x

x
ν

νπ π 
= − − 

π  
  (60) 

поля (59) будут выглядеть как концентрические кольца с косинусной или синусной угловой зависимостью в за-

висимости от компоненты: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

0

0

, 2

0

,

0

1
2

cos sin
4

2
, , cos cos exp 1 ,

4

0

cos cos
4

2
, , cos sin

4

2

1

d TE

m TE TM

d TM

m TM TE

TM

k

z it t k i k z
k

k

z t it k
k

it
J k

=

=

 π  
− γρ − θ  

  
 π 

ρ θ = − − γρ − θ θ + − γ  
π γρ   

 
 
 

 π 
γρ − θ  

  
 π  ρ θ = − γρ − θ 

π γρ   
 γ − γρ
 − γ 

E

E ( )( )2
exp 1 .i k zθ + − γ




 (61) 
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Заметим, однако, что в центральной точке поля (58), 

в отличие от мод (36) – (38), будет ненулевая интенсив-

ность с круговой поляризацией:  
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 (62) 

Таким образом, чтобы сформировать пучок с ци-

линдрической поляризацией, исходный пучок с кру-

говой поляризацией должен иметь компенсирующую 

вихревую фазовую особенность первого порядка. 

Причём направление вращения оптического вихря 

должно быть противоположным направлению враще-

ния поляризации. Такой подход был использован при 

формировании цилиндрических пучков с помощью 

анизотропных кристаллов [38, 45].  

6. Численное моделирование 

В данном параграфе приведены результаты чис-

ленного моделирования формирования конической 

волны с помощью бинарного дифракционного аксико-

на. Рассмотрен случай волновода большого радиуса в 

соответствии с параграфами 4 и 5. Числовая апертура 

аксикона, представляющего собой кольцевую решетку, 

определяется по следующей формуле: 

NA d= λ , (63) 

где λ – длина волны освещающего аксикон излуче-

ния, d – период колец аксикона. 

Используя числовую апертуру (63), можно опре-

делить угол сходимости конического волнового 

фронта: 

( )arcsin dα = λ . (64) 

В частности, при освещении дифракционного ак-

сикона с периодом колец 2 мкм лазерным излучением 

с длиной волны 0,633 мкм (гелий-неоновый лазер) 

получим конический волновой фронт, сходящийся 

под углом α ≈ 18,45 °.  

В лучевом приближении (если не учитывать ди-

фракцию) все лучи будут распространяться под этим 

углом к оптической оси. При этом формируется пу-

чок Бесселя нулевого порядка. Дифракционные явле-

ния можно учесть, если численно рассчитать угловой 

спектр излучения, прошедшего через дифракционный 

аксикон. В представленной работе такое численное 

моделирование выполнялось с помощью метода раз-

ложения по плоским волнам [46] с использованием 

быстрого алгоритма расчёта для осесимметричных 

пучков с вихревой фазовой зависимостью [47].  

Результаты моделирования формирования пучка 

Бесселя нулевого порядка c круговой поляризацией 

показаны на рис. 1. Как видно, x- и y-компоненты вы-

глядят как обычный пучок Бесселя нулевого порядка, 

а z-компонента (её вклад в общую интенсивность не-

велик) представляет собой пучок Бесселя первого по-

рядка.  

а)  б)  в)  г)  

д)  
Рис. 1. Результаты моделирования формирования пучка 

Бесселя нулевого порядка с круговой поляризацией, 

показана интенсивность центральной части компонент 

электрического поля: x-компонента (а), y-компонента (б), 

z-компонента (в), а также полная интенсивность (г) 

и соответствующие сечения (д) (x-компонента – точечная 

линия, y-компонента – пунктирная линия, z-компонента – 

штрихпунктирная линия, полная интенсивность – 

сплошная линия) 

На рис. 2 и 3 представлены результаты моделиро-

вания для вихревого пучка Бесселя c радиальной и 

азимутальной поляризацией соответственно. Картины 

поперечных компонент имеют ожидаемую синусную 

или косинусную зависимость. Этот результат нахо-

дится в полном соответствии с теоретическими ре-

зультатами, полученными в предыдущем параграфе 

при прохождении интерференционного многослойно-

го поляризатора в соответствии с выражением (61). 

Выделение отдельных x- и y-компонент можно 

выполнить с помощью линейного поляризационного 

анализатора.  

а)  б)  в)  г)  

д)  
Рис. 2. Результаты моделирования формирования 

вихревого пучка Бесселя с радиальной поляризацией 

(аналогично рис. 1) 

Продольная компонента присутствует только для 

радиальной поляризации. Также хорошо видно при-

сутствие ненулевой интенсивности в центре пучка, 

которое обсуждалось выше. 
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а)   б)   в)  

г)  
Рис. 3. Результаты моделирования формирования 

вихревого пучка Бесселя с азимутальной поляризацией, 

показана интенсивность центральной части компонент 

электрического поля: x-компонента (а), y-компонента (б), 

а также полная интенсивность (в) и соответствующие 

сечения (г) (x-компонента – точечная линия, y-компонента – 

пунктирная линия, полная интенсивность – сплошная линия) 

Таким образом, результаты моделирования для 

бинарного аксикона, основанные на разложении по 

плоским волнам, показали качественное согласование 

с теоретическими выкладками, основанными на раз-

ложении сходящейся конической волны по вектор-

ным модам Бесселя. 

Заключение 

В данной работе распространение произвольного 

поля представлено на основе разложения по вектор-

ным цилиндрическим модам. При этом также учтён 

возможный импульсный характер излучения. Полу-

чены общие формулы для разложения поля с круго-

вой поляризацией, формируемого осесимметричным 

элементом при наличии вихревой фазовой сингуляр-

ности. Для конической волны показано преобразова-

ние круговой поляризации в вихревую цилиндриче-

скую при прохождении поля через поляризационную 

пластину. Результаты моделирования, основанные на 

разложении по плоским волнам, показали качествен-

ное согласование с теоретическими выкладками. 

Приложение A 

Докажем ортогональность функций (18) по мас-

штабному множителю: 
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Уравнение Бесселя имеет вид  
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Из уравнения (A3) следует: 

( )

( ) ( )

( )

2

2

2

2

2

1

.

m

m m

m

m
J r

r

J r J r

r rr

J r

α =

∂ α ∂ α
= + +

∂∂

+α α

 (A4) 

Тогда подынтегральное выражение в (A1) с учё-

том (A4) можно переписать: 
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В результате в (A1) получается:  
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В (A6) интеграл от последнего слагаемого равен 

нулю по свойству ортогональности функций Бесселя 

и с учётом граничных условий. Первый интеграл в 

(A6) можно взять по частям:  
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После подстановки (A7) в (A6) получим 
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Последнее равно нулю в соответствии с гранич-

ными условиями (16). 

Таким образом, из выражения (A8) следует, что 

базисные функции одной поляризации, но отвечаю-

щие различным масштабам αp и αq , ортогональны.  

Теперь докажем ортогональность для различных 

поляризаций:  
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Последнее равно нулю в соответствии с гранич-

ными условиями (16). 
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Abstract 

In this paper, we have developed a mathematical base for describing the propagation of waves 

in a metal waveguide in a cylindrical coordinate system. The transformation of a conical wave 

with circular polarization into a cylindrically polarized vortex beam is shown on the basis of the 

expansion of the field in vector cylindrical modes. The results of modeling, based on the expan-

sion in plane waves, qualitatively agree with theoretical calculations. 
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