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Аннотация 
Исследуются контекстные алгоритмы интерполяции многомерных сигналов в задаче 

компрессии. Рассматривается метод иерархической компрессии для сигналов произвольной 
размерности. Для этого метода предлагается алгоритм интерполяции, основанный на кон-
текстном моделировании. Алгоритм основан на оптимизации параметров интерполирую-
щей функции в локальной окрестности интерполируемого отсчёта. При этом локально оп-
тимальные параметры, найденные для более прореженных масштабных уровней сигнала, 
используются для интерполяции отсчётов менее прореженных масштабных уровней сигна-
ла. Контекстный алгоритм интерполяции реализован программно в составе иерархического 
метода компрессии. Вычислительные эксперименты показали, что использование контекст-
ного интерполятора вместо усредняющего позволяет заметно повысить эффективность ие-
рархической компрессии. 
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Введение 
Несмотря на огромное количество известных ре-

шений в области интерполяции и аппроксимации 
многомерных сигналов [1 – 20] (видео [21], мульти- и 
гиперспектральных изображений [22 – 23], данных 
дистанционного зондирования [24] и т.д.), разработка 
новых алгоритмов и совершенствование известных 
активно продолжается и в настоящее время.  

Оставляя за кадром тривиальные обобщения би-
линейной и бикубической интерполяции, в качестве 
примеров работ, проведённых в рамках хорошо из-
вестных подходов, следует отметить исследования 
[1 – 2] метода наименьших квадратов. Продолжают 
развиваться также сплайн-аппроксимация [3], тензор-
ная аппроксимация [4], Кронекеровские базисы [5] и, 
конечно же, нейронные сети [6 – 7]. Наряду с более 
узкоспециализированными алгоритмами для нерав-
номерных сеток отсчётов сигнала, такими как [8], со-
вершенствуются и более «экзотические» подходы ви-
да [9 – 10]. Отдельно стоит отметить метод разрежен-
ной аппроксимации [11], который находится доста-
точно близко к подходу «compressed sensing», кото-
рый активно исследуется в последние годы, особенно 
в зарубежной литературе. 

Подход «compressed sensing», предназначенный, 
в частности, для восстановления сигнала по «сильно» 
прореженным данным, в определённом смысле позво-
ляет «заглянуть» за частоту Найквиста. Прорыв в этом 
направлении произошёл благодаря работам D.L. Dono-
ho, E.J. Candes, J. Romberg, T. Tao, в частности, [12 – 13]. 
Вплоть до настоящего момента в этом направлении 
продолжают развиваться различные подходы. Среди 
них стратегии блочного прореживания [14], структу-
рированные разреженные модели [15], адаптивная по-
линомиальная интерполяция [16] и др. 

В данной работе исследования интерполяторов 
ведутся в рамках подхода, основанного на контекст-

ном моделировании [17 – 20]. В рамках этого подхода 
предлагается интерполятор, предназначенный для 
использования в составе иерархических [25 – 26] ме-
тодов компрессии многомерных сигналов.  

Использование контекстного моделирования по-
зволяет повысить адаптивность интерполятора к ло-
кальным особенностям сжимаемого сигнала, благо-
даря чему увеличивается точность интерполяции. Та-
ким образом, использование предлагаемого интерпо-
лятора в рамках иерархических методов компрессии 
позволяет повысить эффективность (коэффициент 
компрессии) этих методов. 

1. Иерархическая компрессия  
многомерных сигналов 

В данной работе предлагается иерархический ме-
тод компрессии многомерных сигналов, который яв-
ляется обобщением иерархического метода компрес-
сии изображений [25 – 26] на случай более высокой 
размерности. Метод использует иерархическое бе-
зызбыточное представление исходного многомерного 
сигнала. Пусть { ( )}x k=X

G
 – целочисленный вещест-

венный исходный сигнал, k
G

 – вектор-столбец коор-
динат (аргументов). Рассмотрим представление этого 
сигнала в виде набора из L штук непересекающихся 
масштабных уровней Xl (см. также рис. 1): 

1

0

L

l
l

−

=
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где Il задаёт множество индексов отсчётов масштаб-
ного уровня Xl: 

{ }1
1 2L

LI k−
− =

G
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lI k k l L+= ≤ <
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Нетрудно видеть, что «старший» масштабный 
уровень номер (L – 1) представляет собой «сетку» от-
счётов сигнала с шагом 2(L – 1) по каждой координате, а 
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любой «нестарший» уровень номер l – это сетка от-
счётов с шагом 2l, из которой исключены отсчёты 
вдвое более редкой сетки. 

При компрессии масштабные уровни сигнала  
обрабатываются последовательно, начиная со стар-
шего уровня, т.е. в порядке XL-1, XL-2, ..., X0. Способ 
сжатия старшего уровня не имеет значения, так как 
доля отсчётов этого уровня в общем массиве данных 
сигнала очень мала. Поэтому далее кратко рассмот-
рим только алгоритм компрессии произвольного не-
старшего масштабного уровня Xl (l < L – 1), вклю-
чающий следующие шаги. 
 
1) Интерполятор 

К моменту интерполяции масштабного уровня Xl 
уже обработаны все более прореженные масштабные 
уровни (Xi, l < i ≤ L – 1), объединение которых состав-
ляет сетку отсчётов с шагом 2l+1. Для всех отсчётов 
обработанных уровней уже вычислены восстановлен-
ные значения 1ˆ{ ( )}lx k+

G
, на основе которых и произ-

водится собственно интерполяция: 

( ){ }( )
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1
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где ( )lp k
G

 – интерполирующие значения отсчётов,  

P (...) – интерполирующая функция, ˆ
iX  – восстанов-

ленный масштабный уровень сигнала. 
 
2) Вычислитель разностного сигнала 

Вычисляются разности исходных и интерполи-
рующих значений отсчётов масштабного уровня (раз-
ностный сигнал): 

( ) ( ) ( ),l l l lf k x k p k k I= − ∈
G G G

. (4) 
 
3) Квантователь 

Выполняется переквантование разностного сигна-
ла, чтобы повысить коэффициент сжатия за счёт вне-
сения погрешности. В статье используется (для опре-
делённости) квантователь с равномерной шкалой [27] 
([..] – целая часть числа): 
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позволяющий контролировать максимальную погреш-
ность εmax между исходным ( )x k

G
 и восстановленным 

ˆ ( )x k
G

 сигналами: 

maxˆ( ) ( ) ( )f k x k x k= − ≤ ε
G G G

. (6) 

Квантованный сигнал (5) затем сжимается энтро-
пийным [28] кодером и помещается в архив или канал 
связи. 

 
4) Восстановление 

Вычисляются (уже на этапе компрессии) восста-
новленные (декомпрессированные) отсчёты сигнала 

( )maxˆ ( ) ( ) 1 2 ( )l l lx k q k p kε= + +
G G G

, (7) 

без которых никак не обойтись при интерполяции (3) 
следующих масштабных уровней с меньшими номе-
рами {Xi, i < l} (аналогичный приём с обратной свя-
зью также используется, например, в ДИКМ [27 – 28]). 

 
Рис. 1. Номера масштабных уровней при иерархическом 
представлении двумерного сигнала (изображения) 

2. Интерполяция при иерархической 
 компрессии многомерных сигналов 

Нетрудно видеть, что все этапы иерархических 
методов компрессии многомерных сигналов, кроме 
интерполятора, по сути являются одномерными. Ин-
терполятор, напротив, является единственным «суще-
ственно многомерным» этапом: только на этом этапе 
используются взаимозависимости отсчётов по всем 
направлениям.  

2.1. Усредняющая интерполяция  
Из соображений вычислительной сложности для 

интерполяции при иерархической компрессии чаще 
всего [29 – 31] рекомендуется использовать усредне-
ние по ближайшим уже восстановленным отсчётам 
более прореженных масштабных уровней сигнала.  

При этом в двумерном случае, в частности при 
иерархической компрессии полутоновых изображе-
ний, приходится рассматривать различные способы 
интерполяции для двух типов интерполируемых от-
счетов: «центральных» с индексами вида 
k
G

= 2l
 (2m + 1, 2n + 1) и «краевых» с индексами вида 

k
G

= 2l
 (2m + 1, 2n) и k

G
= 2l

 (2m, 2n + 1) (l по-прежнему 
номер масштабного уровня). Для этих двух типов от-
счётов усредняющий двумерный интерполятор может 
быть записан в виде: 

( ) ( ) ( )( )1 1
1 ˆ ˆ2 1, 2 , 1,
2l l lp m n x m n x m n+ ++ = + + , (8) 

( ) ( ) ( )(
( ) ( ))

1 1

1 1

1 ˆ ˆ2 1, 2 1 , 1,
4

ˆ ˆ, 1 1, 1 .

l l l

l l

p m n x m n x m n

x m n x m n

+ +

+ +

+ + = + + +

+ + + + +
 (9) 

Этот интерполятор показан на рис. 2а (ещё два анало-
гичных интерполятора показаны на рис. 2б, в).  

Указанные интерполяторы допускают обобщение 
на трёхмерный случай (видео, гиперспектральные 
изображения и т.п.): два усредняющих трёхмерных 
интерполятора показаны на рис. 3а, б (формулы не 
приводятся ввиду их громоздкости). Аналогичным 



Интерполяция на основе контекстного моделирования при иерархической компрессии многомерных сигналов Гашников М.В. 

470 Компьютерная оптика, 2018, том 42, №3 

образом могут быть построены усредняющие интер-
поляторы более высокой размерности. 

а)   б)   в)  
Рис. 2. Усредняющая интерполяция при иерархической 

компрессии двумерного сигнала (изображения) 

а)        

б)     
Рис. 3. Усредняющая интерполяция при иерархической 

компрессии трёхмерного сигнала 
Усредняющие алгоритмы интерполяции обладают 

небольшой вычислительной сложностью, но их эф-
фективность недостаточно велика, так как они не яв-
ляются адаптивными и, таким образом, не учитывают 
локальные особенности сигнала.  

2.2. Интерполяция на основе  
контекстного моделирования 

Контекстное моделирование [17 – 20] при сжатии 
данных опирается на парадигму универсального мо-
делирования и кодирования, которая была предложе-
на Риссаненом и Лэнгдоном [17]. В исходной поста-
новке контекстное моделирование предназначалось 
для статистического кодирования [28], но оно может 
быть применено и для интерполяции многомерных 
сигналов. При этом роль контекста может играть на-
бор окружающих опорных отсчётов, на основе кото-
рых производится интерполяция. 

В частности, в терминах контекстного моделирова-
ния может быть рассмотрен алгоритм интерполяции 
New Edge–Directed Interpolation (NEDI) [19 – 20], изна-
чально сформулированный для двумерных сигналов 
(изображений). Алгоритм предполагает вычисление 
интерполирующих значений pl (m, n) = p (2lm, 2ln) как 
взвешенной суммы опорных отсчётов 1ˆ ( , )lx m n+ , взя-
тых с вдвое более редким шагом: 

( ) ( )
1 1

2 1
0 0

ˆ, ,l i j l
i j

p m n x m i n j+ +
= =

= α + +∑∑ , (10) 

где 2[ , 0 , 1]T
i j i j+α = α ≤ ≤

JG
 – вектор неизвестных ве-

совых коэффициентов интерполяции (см. рис. 4).  
Высокая адаптивность алгоритма NEDI достигает-

ся за счёт того, что для каждого отсчёта сигнала вы-
числяется свой набор весовых коэффициентов αi. 
Этот набор коэффициентов вычисляется исходя из 
минимизации погрешности интерполяции в локаль-
ной окрестности интерполируемого отсчёта. Естест-

венно, при этом приходится минимизировать по-
грешность интерполяции известных отсчётов. Таким 
образом, оптимизации подвергается погрешность ин-
терполяции сигнала , прореженного вдвое, а опорные 
отсчёты берутся из сигнала 2ˆ ( , )lx m n+ , прореженного 
вчетверо: 

( ) ( )( )
0 1 2 3

22
1 1 , , ,,

ˆ , , min
l

l l
i j D

x i j p i j+ + α α α α
∈

ε = − →∑ , (11) 

где pl+1(m, n) – интерполирующие значения для отсчё-
тов 1ˆ ( , )lx m n+ , вычисленные по формуле (10), а мно-
жество Dl задаёт область оценивания весовых коэф-
фициентов интерполяции и включает N отсчётов.  

 
Рис. 4. Нумерация весовых коэффициентов αi опорных 
отсчётов двумерного алгоритма интерполяции NEDI 

(интерполируемый отсчёт в центре) 
При решении задачи (11) используются вспомога-

тельные структуры данных. Перенумеруем в порядке 
построчной развёртки (см. рис. 5) отсчёты 1ˆ ( , )lx m n+  
области оценивания Dl и поместим их в массив 

0 1 1[ , ,..., ]T
NY y y y −=

G
 (свой для каждого интерполи-

руемого отсчёта). Также заполним матрицу C размера 
N×4, каждая строка которой содержит опорные от-
счёты, используемые для интерполяции отсчёта Yi. 
Тогда критерий (11) будет записан в виде: 

2 ( ) ( ) minTY C Y C
α

ε = − α − α → G

JG JG
. (12) 

Приравняв нулю частные производные по искомым 
параметрам, получим систему линейных уравнений: 

2 1

, ,
0

0
N

t t t j
tj

y C C
−

τ τ
= τ

∂ε ⎛ ⎞= − α =⎜ ⎟∂α ⎝ ⎠
∑ ∑ . (13) 

Искомые весовые коэффициенты интерполяции 
являются решением этой системы уравнений: 

1( ) ( )T TC C C Y−α = ⋅
GG . (14) 

В данной работе алгоритм NEDI адаптирован для 
безызбыточных иерархических сеток отсчётов, которые 
используются в иерархических методах компрессии. 
При этом на каждом l-м «нестаршем» (0 ≤ l ≤ L – 2) мас-
штабном уровне для интерполяции каждого отсчета 
выбирается квадратная область оценивания Dl чётно-
го размера, включающая уже восстановленные отсчё-
ты предыдущих (более прореженных) масштабных 
уровней, которые образуют массив lY

G
, для которого 

подбирается «своя» матрица Cl. 
На рис. 6 для двух ситуаций двух масштабных 

уровней (L = 2) светлым цветом показаны отсчёты 
массива lY

G
 а тёмным – элементы матрицы Cl, при-

надлежащие первому уровню (интерполируемый от-
счёт принадлежит нулевому уровню). 
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Рис. 5. Область оценивания весовых коэффициентов 
интерполяции алгоритма NEDI для двумерного сигнала 

 
Рис. 6. Область оценивания весовых коэффициентов  

интерполяции алгоритма на основе NEDI  
при иерархической компрессии двумерного сигнала 

 
Рис. 7. Модифицированная область оценивания весовых  
коэффициентов интерполяции алгоритма на основе NEDI 

при иерархической компрессии двумерного сигнала 
Оценка весовых коэффициентов интерполяции при 

этом производится согласно выражению (14). Сначала 
этот алгоритм применяется для интерполяции «цен-
тральных» отсчётов с индексами вида (2i + 1, 2j + 1), за-
тем аналогичным образом вычисляются весовые ко-
эффициенты интерполяции для остальных отсчётов 
(ситуация поворачивается на π/2).  

Описывая реализационные особенности алго-
ритма, нужно отметить, что вычислить обратную 
матрицу (C 

TC ) 
–1 удаётся не для всех отсчётов, т.к. 

для некоторых отсчётов она оказывается плохо обу-
словленной. Поэтому для отсчётов, для которых 
число обусловленности матрицы (C 

TC ) превышает 
некий «порог обусловленности T» (параметр алго-
ритма), вместо NEDI используется усредняющая ин-
терполяция (8 – 9). Проведённые эксперименты пока-
зали, что таких отсчётов в реальных ситуациях 
обычно немного. 

2.3. Модификация области оценивания  
интерполятора на основе контекстного  

моделирования 
В данной работе, наряду с предложенным выше 

алгоритмом, также предлагается основанный на алго-
ритме NEDI интерполятор с модифицированной об-
ластью оценивания коэффициентов интерполяции, 
также предназначенный для использования в рамках 
иерархической компрессии. Этот алгоритм отличает-
ся от алгоритма предыдущего подпараграфа тем, что 
его область оценивания коэффициентов интерполя-
ции располагается не на более прореженном, а на том 
же самом масштабном уровне сигнала, что и интер-
полируемый отсчёт (см. рис. 7).  

Обоснованием такого расположения области оце-
нивания является то, что корреляционные и статисти-
ческие свойства масштабных уровней сигнала разли-
чаются, поэтому расположение области оценивания 
на том же масштабном уровне, на котором располо-
жен интерполируемый отсчёт, является достоинст-
вом. Недостатком такой модификации является то, 
что область оценивания при этом целиком располага-
ется «с одной стороны» от интерполируемого отсчё-
та, т.к. может включать только уже обработанные от-
счёты сигнала.  

2.4. Общая характеристика  
предложенных интерполяторов  

на основе контекстного моделирования 
Достоинством описанных алгоритмов интерполя-

ции, основанных на контекстном моделировании, яв-
ляется повышенная точность интерполяции за счёт 
учёта локальных особенностей сигнала в малой окре-
стности интерполируемого отсчёта. 

Недостатком предложенных алгоритмов является 
относительно высокая вычислительная сложность, 
обусловленная необходимостью (14) перемножения 
матриц размера N×4 и решения системы линейных 
уравнений с матрицей 4×4 для каждого обрабатывае-
мого отсчёта.  

С учётом перекрытий областей оценивания коэф-
фициентов, произведение матриц (14) можно выпол-
нять рекуррентно примерно за 32 N  операций на от-
счёт. Сложность решения системы линейных уравне-
ний пропорциональна кубу размера матрицы системы 
уравнений (43). Таким образом, при разумном размере 
области оценивания коэффициентов (N ≤ 64) вычисли-
тельная сложность контекстного интерполятора не 
превышает нескольких сотен операций на отсчёт. 

Однако следует отметить, что вычислительная 
сложность может быть снижена на порядок и более за 
счёт параметризации системы интерполяционных ко-
эффициентов, что является одним из направлений бу-
дущих исследований. 

3. Экспериментальное исследование  
алгоритмов интерполяции 

В данной работе предложенные контекстные ал-
горитмы интерполяции, основанные на NEDI, были 
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реализованы программно в качестве одного из этапов 
описанного иерархического метода компрессии.  

Для исследования эффективности контекстных 
алгоритмов интерполяции были проведены вычисли-
тельные эксперименты по оценке влияния этого алго-
ритма на коэффициент сжатия при иерархической 
компрессии реальных двумерных сигналов (примеры 
см. на рис. 8). 

  
Рис. 8. Примеры тестовых изображений  

при исследовании интерполяторов 
Мерой эффективности являлся относительный вы-

игрыш (в %) в размере архива, обусловленный заменой 
усредняющего (8 – 9) интерполятора на контекстный 
интерполятор при иерархической компрессии: 

контекст

усред1 100%S
S

⎛ ⎞
Δ = − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

где S 
усред, S 

контекст – размеры архивных файлов при 
иерархической компрессии с использованием усред-
няющего (8 – 9) и контекстного алгоритмов интерпо-
ляции. 

В каждом вычислительном эксперименте выбира-
лись наилучшие (обеспечивающие максимальный ко-
эффициент сжатия) значения порога обусловленности 
T (см. описание контекстной интерполяции) при фик-
сированном количестве масштабных уровней L и 
размере N области оценивания весовых коэффициен-
тов интерполяции. Типичные результаты, получен-
ные для показанных тестовых изображений, приведе-
ны на рис. 9 – 11. 

4. Выводы по результатам исследований 
1. Все предложенные контекстные интерполяторы 

имеют преимущество над используемым в качест-
ве базы для сравнения усредняющим интерполя-
тором. 

2. Предложенная модификация области оценивания 
коэффициентов интерполяции не рекомендуется к 
использованию, т.к. существенно уменьшает эф-
фективность контекстного интерполятора (при 
этом всё равно есть незначительный выигрыш у 
усредняющего). 

3. Предложенный контекстный интерполятор (п. 2.2) 
показывает заметное (до 8 %) преимущество над 
усредняющим, которое в целом растёт при увели-
чении погрешности компрессии и размера области 
оценивания параметров.  

4. Сравнивая этот результат с результатом энтро-
пийного интерполятора [26], который выигрывает 
у усредняющего до 10 %, можно утверждать, что 
предложенный интерполятор обладает точностью 

на уровне лучших известных алгоритмов, исполь-
зуемых при иерархической компрессии.  

 

 
Рис. 9. Выигрыш контекстного интерполятора  

у усредняющего интерполятора 
в зависимости от максимальной погрешности  

 
Рис. 10. Выигрыш контекстного интерполятора 
с модифицированной областью оценивания  

у усредняющего интерполятора  
в зависимости от максимальной погрешности 

для первого тестового сигнала 
5. Несмотря на более высокую вычислительную 

сложность предложенного интерполятора по 
сравнению с энтропийным (сотни операций на от-
счёт вместо десятков), можно сделать вывод о 
перспективности исследования и использования 
контекстного интерполятора, так как: 
a) контекстный интерполятор гораздо проще 
обобщается на многомерный случай, чем эн-
тропийный; 

б) для многих прикладных задач упомянутое уве-
личение вычислительной сложности не являет-
ся критичным; 
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Рис. 11. Сравнение контекстного интерполятора на основе 

NEDI и контекстного интерполятора на основе NEDI  
с модифицированной областью оценивания  

для первого тестового сигнала 
в) контекстный интерполятор имеет близкую к эн-
тропийному точность, но основан на существен-
но отличающихся принципах, т.е. расширяет ар-
сенал подходов к решению той же задачи; 

г) в перспективе вычислительная сложность кон-
текстного интерполятора может быть уменьше-
на на порядок и более благодаря параметриза-
ции интерполирующей функции. 

Заключение  
Рассмотрены алгоритмы интерполяции многомер-

ных сигналов, основанные на контекстном моделиро-
вании. На основе алгоритма NEDI предложен контек-
стный алгоритм интерполяции, предназначенный для 
использования при иерархической компрессии мно-
гомерных сигналов. Проведены программная реали-
зация и экспериментальные исследования контекст-
ного интерполятора в рамках иерархической ком-
прессии. Показано, что использование контекстного 
интерполятора вместо усредняющего позволяет су-
щественно (до 8 %) повысить эффективность иерар-
хической компрессии.  
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INTERPOLATION BASED ON CONTEXT MODELING 
FOR HIERARCHICAL COMPRESSION OF MULTIDIMENSIONAL SIGNALS 
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1 Samara National Research University, Samara, Russia 

Abstract  
Context algorithms for interpolation of multidimensional signals in the compression problem 

are researched. A hierarchical compression method for arbitrary dimension signals is considered. 
For this method, an interpolation algorithm based on the context modeling is proposed. The algo-
rithm is based on optimizing parameters of the interpolating function in a local neighborhood of 
the interpolated sample. At the same time, locally optimal parameters found for more decimated 
scale signal levels are used to interpolate samples of less decimated scale signal levels. The con-
text interpolation algorithm is implemented programmatically as part of a hierarchical compres-
sion method. Computational experiments have shown that using a context interpolator instead of 
an average interpolator makes it possible to significantly improve the efficiency of hierarchical 
compression. 
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