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Аннотация 
С помощью формул Ричардса – Вольфа показано, что при острой фокусировке апланати-

ческой системой оптического вихря с топологическим зарядом 3 и с левой (противополо-
женной) круговой поляризацией в плоскости фокуса вблизи оптической оси имеет место 
обратный поток энергии (на самой оси он равен нулю), который по величине всего в 2–3 
раза меньше, чем прямой поток энергии в фокусе. Показано также, что вблизи оптической 
оси обратный поток распространяется, вращаясь по спирали вокруг оптической оси против 
часовой стрелки. Наличие обратного потока вблизи оптической оси показано также с по-
мощью моделирования FDTD-методом дифракции плоской волны с круговой поляризацией 
на спиральной зонной пластинке третьего порядка с числовой апертурой около 1. Рэлеев-
ская микрочастица, захваченная в область такого фокуса, должна двигаться в обратном на-
правлении по отношению к направлению распространения пучка. 
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Введение 
При распространении непараксиального светового 

поля с различным состоянием поляризации в сечении 
пучка могут возникать локальные области, в которых 
поток световой энергии течёт в обратном направлении. 
То есть в таких областях продольная компонента век-
тора Пойнтинга принимает отрицательные значения. 
Ранее обратный поток энергии в световых пучках рас-
сматривался в работах [1 – 9]. В [1] показали, что при 
фокусировке плоской волны с линейной поляризацией 
с помощью апланатической системы в плоскости фо-
куса в области первого тёмного кольца интенсивности 
имеется область, в которой поток световой энергии 
направлен в обратную сторону по отношению к на-
правлению распространения падающей плоской вол-
ны. В [2] теоретически было показано наличие отрица-
тельного значения продольной составляющей вектора 
Пойнтинга на оптической оси у линейной комбинации 
двух пучков Бесселя m-го порядка с ТЕ- и ТМ-
поляризациями. В [3] рассмотрена практически реали-
зуемая ситуация (фокусировка с помощью апланатиче-
ской системы) и теоретически и численно показано, 
что при фокусировке моды Лагерра – Гаусса порядка 
(0, m) = (0, 2) и левой круговой поляризацией (σ = –1) на 
оптической оси в фокусе у продольной проекции век-
тора Пойнтинга имеются отрицательные значения. В 
[4] рассмотрена суперпозиция двух произвольных све-
товых полей, у которых разные проекции волнового 
вектора на продольную ось. Показано, что у таких све-
товых полей имеют место локальные области, в кото-
рых продольная компонента силы, действующей на 
микрочастицу, направлена против волнового вектора 
светового пучка. В [5] численно показано наличие об-

ратного потока на оптической оси в фокусе вихревой 
металинзы первого и второго порядков. В [6] численно 
показано наличие обратного распространения энергии 
в векторном пучке Бесселя с дробным топологическим 
зарядом. Такой световой пучок фактически является 
линейной комбинацией счётного числа обычных мод 
Бесселя. В [7] теоретически получены выражения для 
плотности вектора Пойнтинга для векторных Х-пучков 
и получены необходимые условия для появления об-
ратного потока энергии. В [8] численно показано на-
личие обратного течения энергии в непараксиальном 
ускоряющемся 2D-пучке Эйри. В [9] теоретически с 
помощью локального волнового вектора рассматрива-
ются условия, которые нужно наложить на световое 
поле, чтобы оно локально проявляло обратное распро-
странение (или имел место обратный поток энергии). 

Из приведённого списка статей наиболее близка к 
данной только работа [3], в которой рассмотрена фо-
кусировка с помощью апланатической системы и 
теоретически и численно показано, что при фокуси-
ровке моды Лагерра – Гаусса порядка (0, m) = (0, 2) и 
левой круговой поляризации (σ = –1) на оптической 
оси в фокусе у продольной проекции вектора Пойн-
тинга имеются отрицательные значения. В данной 
работе, в отличие от [3], показано, что обратное рас-
пространение света вблизи оптической оси в плоско-
сти острого фокуса также имеет место при фокуси-
ровке произвольного оптического вихря с топологи-
ческим зарядом 3 и левой круговой поляризацией. 
Можно показать, что аналогичное поведение про-
дольной компоненты вектора Пойнтинга (отрица-
тельные значения вблизи оптической оси в плоскости 
фокуса) будет при любом топологическом заряде 
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m > 1. Но с ростом m величина обратного потока бы-
стро падает. При m = 2 обратный поток сравним с 
прямым потоком [3, 10]. При m = 3 обратный поток 
примерно в 2 – 3 раза меньше, чем прямой поток в фо-
кусе, а при m = 4 – в 8 – 10 раз и т.д. То есть обратным 
потоком для оптических вихрей с номерами m > 3 
можно пренебречь. 

1. Продольная проекция вектора Пойнтинга 
Рассмотрим в формализме Ричардса–Вольфа [1] 

фокусировку оптического вихря с топологическим 
зарядом m = 3 и левой круговой поляризацией с по-
мощью апланатической системы. Для электрического 
поля с круговой поляризацией E = Ex ex

 + i σ Ey ey , где 
ex, ey – единичные вектора вдоль декартовых коорди-
нат, будем считать, что при σ = 1 – правая поляриза-
ция, а при σ = –1 – левая поляризация, следуя [11]. 
Для оптического вихря с топологическим зарядом m 
и произвольной функцией аподизации зрачка (дейст-
вительная функция Am(θ)) 

( )( , ) ( ) expm mA A imθ ϕ = θ ϕ , (1) 

где (θ, ϕ) – углы, задающие точку на сфере; запишем 
проекции электрического вектора E вблизи фокуса в 
апланатической системе в цилиндрических координа-
тах (r, ϕ, z) , следуя [11]: 
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где  
/ 2B kf= ,  

a = arcsin (NA),  
x = kr sin θ,  
γ± = (1 ± σ) / 2,  

Jν (x) – функция Бесселя, k – волновое число света, f – 
фокусное расстояние апланатической системы с чи-
словой апертурой NA. Для оптического вихря с топо-
логическим зарядом m = 3 вместо (2) получим: 
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Из (4) и (5) найдём интенсивность в плоскости 
фокуса (z = 0): 

( )
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Из (6) найдём отдельно интенсивности для левой 
и правой круговой поляризации: 
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Заметим, что все интегралы в (5) при z = 0 являются 
действительными функциями. Из (7) следует, что ин-
тенсивность в фокусе апланатической системы для оп-
тического вихря с топологическим зарядом m = 3 и кру-
говой поляризацией имеет осевую симметрию, так как 
не зависит от азимутального угла ϕ. На оптической оси 
(r = 0) интенсивность (6) и (7) имеет всегда ноль, так как 
под всеми интегралами в (6) стоят фукции Бесселя Jn(x) 
с номерами больше нуля (n > 0), которые равны нулю, 
если их аргумент равен нулю. Первое световое кольцо 
для I+ всегда больше, чем световое кольцо для I`– , так как 
при x → 0 (7) можно записать 
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Далее с помощью уравнения Максвелла для моно-
хроматического поля с циклической частотой ω: 
iωH = rot E и с помощью формул (4), (5) можно най-
ти поперечные компоненты вектора напряжённости 
магнитного поля (продольная компонента пока не 
нужна): 
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С помощью (4), (5), (9) и (10) найдём осевую про-
екцию вектора Пойнтинга [1] S = c Re [E×H*] / 8π: 

( )* *Re
8z x y y x
cS E H E H= −
π

 (11) 

с точностью до константы c / 8π, где c – скорость све-
та в вакууме, Re (..) – действительная часть числа, и в 
плоскости фокуса (z = 0): 
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Для правой и левой круговой поляризации потоки 
энергии вдоль оптической оси будут иметь следую-
щие выражения, прямо следующие из (12): 
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Из (13) видно, что Sz ± обладает осевой симметрией 
и на оптической оси всегда имеется ноль: Sz ±(r = 0) = 0, 

так как все интегралы , ,,I Iν μ ν μ  содержат в качестве 
сомножителя функции Бесселя Jn (x) с номерами 
больше нуля (n > 0), которые равны нулю, если их ар-
гумент равен нулю: Jn>0 (0) = 0. Из (13) также следует, 
что, хотя на оптической оси поток равен нулю 
Sz ±(r = 0) = 0, вблизи неё поток может быть направлен 
в обратную сторону Sz ±(r → 0) < 0. Далее покажем, что 
действительно только для левой круговой поляриза-
ции вблизи оптической оси продольная компонента 
вектора Пойнтинга всегда меньше нуля. Вблизи оп-
тической оси при малых радиусах (kr << 1) функции 
Бесселя под интегралами заменим на первые члены 
их разложения в ряд: 
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Тогда вблизи оптической оси выражение (13) для 
левой круговой поляризации можно представить в 
приближённом виде (y = kr << 1): 
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Пренебрегая в (15) слагаемыми с y3 по сравнению 
со слагаемыми, содержащими y, вместо (15) получим: 
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Подставим (17) в (16) и получим 
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Из (18) видно, что при любой функции аподиза-
ции оптического вихря A3(θ) и при любой числовой 
апертуре a = arcsin (NA) вблизи оптической оси 
(kr << 1) поток энергии будет направлен в обратную 
сторону (Sz –(r → 0) < 0), по отношению к направлению 
распространения оптического вихря. В частности, 
при A3(θ) = 1 и a = arcsin (NA) = π/2 интеграл в (18) 
можно вычислить: 

2 2( )( 0) .
32z

B krS r− → ≈ − π  (19) 

Из (18) и (19) видно, что обратный поток растет по 
модулю с ростом r квадратично. 
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Аналогично (12) можно найти поток энергии в 
плоскости фокуса для оптического вихря с топологи-
ческим зарядом m = 4:  
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Интегралы, входящие в (20), имеют вид: 
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Аналогично (18) можно показать, что вблизи оп-
тической оси имеет место обратный поток энергии, 
который на самой оси равен нулю, а вблизи неё воз-
растает по модулю как четвёртая степень радиальной 
координаты: 
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Из сравнения (18) и (22) видно, что обратный по-
ток для m = 4 на порядок слабее, чем обратный поток 
для m = 3, и им можно пренебречь. 

2. Вращение по спирали обратного потока  
вблизи оптической оси 

Для того, чтобы выяснить, как именно обратный по-
ток (18) распространяется вблизи оптической оси, най-
дём выражения для поперечных составляющих вектора 
Пойнтинга Sx, Sy, а для этого понадобится продольная 
компонента вектора напряжённости магнитного поля, 
которую мы пока не приводили. Теперь приведем её: 
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где  
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Из (23) получим выражение для продольной ком-
поненты магнитного вектора для поля с левой круго-
вой поляризацией: 
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Далее, используя (25), (2) и (9), найдём попереч-
ные составляющие вектора Пойнтинга для света 
только с левой круговой поляризацией (с точностью 
до постоянной c / 8π): 
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Из (26) видно, что поток энергии (и прямой, и об-
ратный вблизи оптической оси) вращается против 
или по часовой стрелке, в зависимости от знака 
функции Q (r). Например, вблизи оптической оси, ко-
гда kr << 1, слагаемые со знаком минус в (26) ( 2,0I  и 

2,1I ), каждый компенсируется первыми слагаемыми в 
этих скобках (2I2,1 /kr и 4I1,2 /kr), и положительный 
знак вторых сомножителей (и всей функции Q (r)) оп-
ределяется средними слагаемым ( 0,2I  и 0,3I ). Таким 
образом, из (26) следует, что вблизи оптической оси 
(kr << 1) обратный поток энергии (26), распространя-
ясь, вращается по спирали вокруг оптической оси z 
против часовой стрелки. 

3. Моделирование с помощью FDTD-метода 
Рассмотрим дифракцию плоской волны с левой 

круговой поляризацией (σ = –1), ограниченной круг-
лой апертурой диаметром 10 мкм на спиральной зон-
ной пластинке (СЗП) с топологическим зарядом m = 3 
и фокусным расстоянием f, равным длине волны 
f = λ = 532 нм (NA ≈ 1). Высота рельефа h = 0,532 мкм, 
и показатель преломления материала СЗП n = 1,5. Рас-
чёт выполнялся с помощью FDTD-метода, реализо-
ванного в программе Fullwave. На рис. 1 показана би-
нарная амплитудная маска (шаблон) СЗП (m = 3), ко-
торую можно использовать для изготовления фазовой 
СЗП. Также можно интерпретировать светлые и тём-
ные полосы на рис. 1 как фазовый рельеф СЗП: свет-
лые полосы показывают возвышенности высотой 
h = 0,532 мкм, а тёмные – это дно рельефа.  

На рис. 2 показано распределение интенсивности (а) 
и поток энергии вдоль оптической оси (б) в плоскости 
фокуса СЗП. Из рис. 2 видно, что интенсивность I и по-
ток Sz – не обладают круговой симметрией, что связано с 
отсутствием круговой симметрии у самой СЗП (рис. 1). 
На оптической оси (в центре картины дифракции) ин-
тенсивность равна нулю и поток энергии тоже равен ну-
лю. Но в окрестности оптической оси размером пример-
но как диск Эйри (на рис. 2б светлый кружок в центре) 
поток энергии направлен в обратную сторону и осевая 
проекция вектора Пойнтинга отрицательная Sz –

 < 0. 



Вращающийся по спирали обратный световой поток  Котляр В.В., Налимов А.Г. 

Компьютерная оптика, 2018, том 42, №4 531 

 
Рис. 1. Амплитудная маска СЗП с m = 3 и фокусным 
расстоянием, равным длине волны f = λ = 532 нм 

На рис. 2в стрелками показано направление вра-
щения потока энергии в плоскости фокуса. Видно, 
что там, где поток энергии обратный (рис. 2б), он 
вращается против часовой стрелки. На рис. 3 показа-
ны сечения по оси x через центр 2D-распределений 
интенсивности и продольного потока (рис. 2). 

Из рис. 3 видно, что на оптической оси (x = 0) и 
интенсивность, и поток энергии равны нулю. А 
вблизи оптической оси (–0,2 мкм < x < 0,2 мкм) 
имеет место обратный поток энергии, максималь-
ное (по модулю) значение которого немного менее, 
чем в 2 раза меньше, чем максимальное значение 
прямого потока.   

а)  б)  в)  
Рис. 2. Распределение интенсивности I = |Ex|2+|Ey|2+|Ez|2 (а) и продольной компоненты вектора Пойнтинга Sz–(б)  

в плоскости фокуса СЗП на расстоянии z = 532 нм и направление проекций вектора Умова – Пойнтинга  
на поперечную плоскость на фоне распределения интенсивности (негатив), размер 1,5×1,5 мкм (в) 

 
Рис. 3. Интенсивность (сплошная кривая) и продольный 
поток энергии Sz– (прерывистая кривая) вдоль оси x (y = 0) 

Заключение 
На основе формул Ричардса – Вольфа для острой 

фокусировки идеальной сферической линзой (аплана-
тической системой) оптического вихря с произволь-
ной действительной функцией аподизации зрачка, 
топологическим зарядом 3 и левой круговой поляри-
зацией получены все 3 проекции вектора Пойнтинга в 
плоскости фокуса. 

Устремляя к нулю радиальную координату в ци-
линдрической системе координат, получены прибли-
женные выражения для этих проекций вектора Пойн-
тинга, из которых следует, что вблизи оптической оси 
в плоскости фокуса световая энергия, вращаясь по 
спирали вокруг оптической оси, распространяется в 
обратном направлении по отношению к направлению 
падающего света. С помощью численного моделиро-
вания FDTD-методом дифракции плоской волны с 

левой круговой поляризацией на бинарной спираль-
ной (вихревой) зонной микропластинке с числовой 
апертурой около 1 показано, что близи оптической 
оси продольная проекция вектора Пойнтинга отрица-
тельная (на самой оптической оси равна нулю), то 
есть имеет место обратный поток энергии. Этот эф-
фект можно использовать для демонстрации «оптиче-
ского трактора» [12, 13], когда микрочастица, захва-
ченная вблизи фокуса, будет двигаться в обратном 
направлении и вращаться. 
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A SPIRALLY ROTATING BACKWARD FLOW OF LIGHT 
V.V. Kotlyar 1, 2, A.G. Nalimov 1, 2 

1 Samara National Research University, 34, Moskovskoye shosse, Samara, 443086, Samara, Russia, 
2 IPSI RAS – Branch of the FSRC “Crystallography and Photonics” RAS, Molodogvardeyskaya 151, 443001, Samara, Russia 

Abstract  
Using Richards-Wolf formulas, we show that when a left-hand circularly polarized optical vor-

tex with the topological charge 3 is sharply focused in an aplanatic system, a backward near-axis 
energy flow is observed in the focal plane. While being zero on the axis, the backward flow is only 
2-3 times smaller in magnitude than the incident energy flow coming to the focus. It is also shown 
that near the optical axis the reverse flow propagates spiraling counter-clockwise about the optical 
axis. The presence of the near-axis backward flow of energy is also shown by the FDTD-aided 
numerical simulation of diffraction of a circularly polarized plane wave by a third-order spiral 
zone plate with the NA ≈ 1. A Rayleigh microparticle captured in the focus vicinity is expected to 
move in the opposite direction to the beam propagation. 

Keywords: backward energy flow, optical vortex, rotating beams, Umov–Poynting vector. 
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