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Аннотация 
В работе вводятся и исследуются новые базисы дискретных ортогональных преобра-

зований, ассоциированные с некоторыми рекурсивными процессами и обладающие свой-
ством самоподобия. Доказываются достаточные условия ортогональности системы базис-
ных функций. Для преобразований с введенными базисами синтезируются быстрые алго-
ритмы преобразований. Обсуждается связь рассматриваемых базисов с аналитическими 
свойствами производящих рядов Дирихле. 
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Введение 
В работе исследуются две задачи разной степени 

популярности, имеющие в разной степени приклад-
ной характер. 

Первая задача уже достаточно традиционна для 
обработки сигналов – синтез новых базисов дискрет-
ных ортогональных преобразований, адекватных по 
своим свойствам тем или иным классам обрабаты-
ваемых сигналов с известной или постулируемой ап-
риорной информацией, с наличием быстрых алгорит-
мов их вычисления и учитывающих тенденции разви-
тия в постановке прикладных задач и используемых 
программно-аппаратных средств их решения.  

Предметом исследования в данной работе являет-
ся разработка методов переноса теории дискретных 
ортогональных преобразований (ДОП) со случая пе-
риодических базисов таких преобразований на случай 
базисных функций, связанных с последовательностя-
ми, обладающими свойствами «самоподобия». 

Следует заметить, что «универсального» фор-
мального определения самоподобия конечных (дис-
кретных) множеств, по всей видимости, не существу-
ет. Авторы многочисленных работ по фрактальной 
теории и её приложениям либо объявляют самопо-
добными объекты, получаемые в результате потен-
циальной реализации некоторого потенциально бес-
конечного рекурсивного процесса, либо, полагая, что 
в распоряжении исследователя имеется актуально 
бесконечный объект (множество), решают реальные 
прикладные задачи, неявно перенося свойства инфи-
нитного предельного множества на конечные под-
множества, ограниченные спецификой этой приклад-
ной задачи. Степень корректности такого переноса 
определяется в том числе и неформализуемым аргу-
ментом – субъективной уверенностью исследователя. 

В связи с этим возникает вторая задача, в значи-
тельно меньшей степени востребованная приложе-
ниями, в которых, в силу конечности множеств пара-
метров, характеризующих задачу, формальные, но 
инфинитные методы уступают место эвристическим 
соображениям. Тем не менее, разработка таких ана-
литических инфинитных методов представляется не-
бесполезной для приложений проблематикой хотя бы 
для формирования субъективного убеждения в пра-
вильности выбранной стратегии решения той или 
иной прикладной задачи.  

В данной работе исследуется связь аналитических 
свойств производящих рядов Дирихле, выраженных в 
терминах асипмтотики чезаровских средних этих рядов, 
со свойством «самоподобия» (непериодических) после-
довательностей, генерирующих новые базисы ДОП.  

1. Основные идеи 
И в теоретической математике, и в ряде прикладных 

областей науки, имеющих предметом или средством ис-
следований числовые последовательности {a(n)}, ши-
роко применяется метод производящих функций. Наи-
более часто в прикладных науках в качестве произво-
дящих функций используются степенные ряды 
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Классическая теорема Абеля позволяет судить по 
информации о коэффициентах степенного ряда (сходи-
мость) об аналитических свойствах функции F(z) (по-
добные теоремы часто называют теоремами абелевого 
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типа). Утверждения, позволяющие по аналитическим 
свойствам функций F(z), Ф(s) (или их аналитических 
продолжений) судить о свойствах последовательности 
{a(n)}, называют тауберовыми теоремами [1]. 

Следует отметить, что один из наиболее мощных 
математических аппаратов теории функций ком-
плексного переменного – теория аналитического про-
должения позволяет получить часто весьма слабую 
«тауберову» информацию из известных аналитиче-
ских свойств ряда (1).  

Действительно, из теоремы Даффина – Шеффера [2] 
следует, что в случае конечности множества значений 
{a(n)} ряд (1) либо не продолжается аналитически за 
пределы круга сходимости, либо является рациональ-
ной функцией с конечным числом полюсов в случае 
периодической последовательности {a(n)}. Иными 
словами, теория аналитического продолжения, приме-
нительно к степенному производящему ряду (1) с ко-
нечнозначной последовательностью {a(n)} позволяет 
отличать (с понятными оговорками относительно реа-
листичности «тестирующего» метода) только перио-
дические последовательности от непериодических. 

Производящие ряды Дирихле (2) с периодически-
ми последовательностями коэффициентов {a(n)}, 
безусловно, мероморфно продолжаются на всю ком-
плексную плоскость, но могут продолжаться и в не-
периодическом случае. 

Отсюда следуют основные задачи работы: 
а) получить критерии тауберова типа для класса 

производящих рядов Дирихле (2), включающего как 
ряды с периодическими коэффициентами, так и непе-
риодические с неформально принимаемым свойством 
«самоподобия», но имеющие схожие аналитические 
свойства производящих функций и, таким образом, 
позволяющие объединить в один класс и периодиче-
ские, и «самоподобные» последовательности.  

б) синтезировать новые базисы дискретных орто-
гональных преобразований из найденных (потенци-
ально) непериодических последовательностей и ука-
зать возможность переноса методов и дискретного 
спектрального анализа со случая ДОП с периодиче-
скими базисами на случай базисов ДОП, порождён-
ных «самоподобными» последовательностями.  

2. Синтез ортогональных базисов 
Далее, допуская известную стилистическую воль-

ность, синтезируемые в работе базисы ДОП будем 
называть для краткости самоподобными базисами.  
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а преобразование rp-мерного (входного) вектора 
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Теорема 1. Если для коэффициентов cj многочле-
на f (z) выполняются соотношения 
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то преобразование (6) 
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является ортогональным относительно стандартного 
эрмитового произведения:  
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где δm,k – дельта-функция Кронекера. 
Доказательство. Сумма в (8) представляется в 

форме  
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При m = k очевидно  〈Ψk, Ψm〉 = 〈Ψk, Ψk〉 = βp  
Пусть m – k = v ≠ 0(mod r) Тогда последний из со-

множителей в (9) в силу условия теоремы равен ну-
лю. Если v ≡ 0(mod r s), но v ≠ 0(mod rs+1), то нулю ра-
вен один из предыдущих сомножителей в (9). ז 

Пример 1. Пусть в (3) справедливы равенства 
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Тогда значения базисной функции Ψ1(n) четырех-
точечного ДОП задается как 

{ }0 1 2 3
1( ) : 1 , ( 1) , ( 1) ,1 ; 0,1,2,3.n i i i i nΨ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ =  

Продолжая последовательность коэффициентов 
a(n) согласно (3) и учитывая, что 
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получаем матрицу четырехточечного ортогонального 
преобразования  
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Следствие 1. Пусть G – мультипликативная груп-

па комплексных корней степени r из единицы, H –
подгруппа порядка q группы G Пусть K – смежный 
класс G по H, K = vH, v∈G, подгруппа H состоит из 
корней степени q:  
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 , 

K – мультипликативный сдвиг множества H. 
Пусть χK(y) – характеристическая функция (инди-

катор) множества K:  
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Независимо от конкретного значения параметра 
мультипликативного сдвига v, справедливы соотно-
шения  
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Следовательно, преобразование (6) с порождаю-
щим многочленом 

( ) 1(0) (1) ... ( 1) ,r
K K Kf z z r z −= χ + χ + + χ −  

и с базисными функциями, построенными согласно 
(3) – (5), является дискретным ортогональным преоб-
разованием.  

В частности, пусть 
( ) 2 11 ... ,rf z z z z −= + + + +  

тогда 
1 1

01
( ) (z )

p
k

p r
r n

nk
F z f z

− −

==
= = ∑∏  

и функции Ψm(n) являются базисными функциями 
дискретного преобразования Фурье длины N = r p. ז   

Следствие 2. Пусть N = 2p тогда числа w∈{0,.., 2p–1} 
представимы в форме  
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Пусть далее G –группа, изоморфная прямой сумме 
p экземпляров циклической группы Hj порядка 2:  

0 1 1... pG H H H −≅ ⊕ ⊕ ⊕ . 

Свяжем с числом w элемент группы G  

0 1 1( , ,..., ),pw w w w −↔  

считая, что wj∈Hj. Пусть Θ – произвольный характер 
группы G, он представим в виде 
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где θj; j = 0, 1,…, (p – 1) – характеры групп Hj.  
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Определим спаривание элементов w группы G с 
элементами μ изоморфной ей дуальной группы G *: 

( )0 0 1 1( ),..., ( ) ,p pw w w − −μ ↔ σ μ σ μ  

где σ – некоторая перестановка компонент элемента  

0 1 1( , ,..., ).p−μ ↔ μ μ μ  

Положим, как и ранее, Ψμ(w) = Ψ1(w� μ).  
Тогда преобразование (3) с определенными выше 

базисными функциями Ψμ(w) является ортогональ-
ным. ז 

Ясно, что такое преобразование в зависимости от 
выбора способа спаривания w ◦μ, то есть перестанов-
ки σ, является «хаароподобным» преобразованием 
(преобразованием Хаара, Уолша, Адамара и т.п.). 

Аналогичным образом получается и множество 
преобразований, аналогичных преобразованиям Ви-
ленкина – Крестенсона [3]. 

Непериодическая последовательность a(n), поро-
жденная функцией F∞(z), безотносительно к вопросам 
синтеза ДОП, рассматривалась в [4] как пример непе-
риодической последовательности со специфическими 
свойствами производящего ряда Дирихле, характер-
ными для рядов с периодическими последовательно-
стями коэффициентов (см. ниже Пример 4). 

Пример 2. Рассмотрим многочлен 
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удовлетворяющий условиям Теоремы 1. 

Последовательность  
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можно интерпретировать как цепной код кривой – 
«кривой Коха», а ДОП с базисными функциями 
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позволяет известными спектральными методами про-
изводить цифровую обработку сигнала типа «зашум-
лённой кривой Коха». В работах [7], [8] рассматрива-
лась связь также и других «фрактальных» кривых и 
последовательностей, аналогичных ψ(n). ז 

3. Быстрые алгоритмы 
Пусть N = 2t, ωN = exp{2πi / N}. Рассмотрим «стан-

дартное» дискретное преобразование Фурье (ДПФ) 
также «стандартной» длины N:  
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для вычисления которого уже больше полувека суще-
ствуют «быстрые» алгоритмы – так называемые БПФ. 
Напомним один из таких алгоритмов – «БПФ с про-
реживанием по частоте» с целью указать возмож-
ность перенесения структуры этого алгоритма на 
случай быстрого вычисления преобразования (6). 
Опуская широко известные подробности, имеем: 
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m

−

=
−

=

−

=

−

=

= ω =

⎛ ⎞= + + − ω =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ ⎛ ⎞+ + ω⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪⎪= ⎨
⎛ ⎞⎪ − + ω⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪

⎪⎩

∑

∑

∑

∑

 (10)

 

Несложная редукция приводит к обычной оценке 
арифметической сложности W(N) для рассматривае-
мых значений параметров ДПФ W(N) = O(N·log2

 N). 
Аналогично, в общем случае для функций Теоре-

мы 1, определенных соотношениями (3) – (5), имеем 
для преобразования (6): 

11 1 1
1 1

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

p pr r r
p p

m m
n q n

x m x n n x n qr n qr
−− − −

− −

= = =
= Ψ = + Ψ +∑ ∑ ∑   

Так как  

( )
1

1
1

( )

( )exp 2

( ) exp 2 exp 2 ,

p
m

p
p

p

q p

n qr

n qr m
a n qr i

r

qm nma n c i i
r r

−

−
−

Ψ + =

⎧ ⎫+⎪ ⎪= + π =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫ ⎧ ⎫= ⋅ ⋅ π ⋅ π⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

то  

{ }
1

1

0

1 1
1

0 0

( ) ( ) ( )

( ) exp 2 ( ).

p

p

r
m

n

r r
p

q m
n q

x m x n n

x n qr c im r n
−

−

=

− −
−

= =

= Ψ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + ⋅ ⋅ π Ψ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ ∑
(11) 

Таким образом, вычисление преобразования (6) 
длины N = r p сводится к вычислению r преобразова-
ний длины N / r и к дополнительным умножениям в 
каждой из линейных комбинаций внутренней суммы 
в (11) на exp{2πim / r} – корни степени r из единицы в 
зависимости от вычета m(mod r) и параметры cq ДОП 
с базисными функциями(4) – (5). 

Разумеется, предложенный алгоритм не снимает 
общую проблему синтеза специфических быстрых 
алгоритмов вычисления преобразований (6) с различ-
ными свойствами, учитывающими как требования к 
арифметической или структурной сложности, так и 
аппаратные возможности применяемых вычисли-
тельных средств. 

4. Самоподобные базисы и ряды Дирихле 
Определение 1. Функцией Δ(s), s = σ + it∈C класса 

Линделёфа A будем называть функцию, удовлетво-
ряющую следующим условиям: 

а) в некоторой s –полуплоскости 

0Re Re( )s it= σ + > σ  

комплексной плоскости C функция Δ(s) предста-
вима (обыкновенным) рядом Дирихле 

( ) ( )
1

;s

n
s a n n

∞
−

=
Δ = ∑   (12) 

б) функция Δ(s) мероморфно продолжается на всю 
комплексную плоскость, причем в каждой полу-
плоскости Re s > σ имеет лишь конечное число по-
люсов; 
в) для всех σ∈R функция Линделёфа конечна: 

( )
( )ln

lim sup
lnt

it

tΔ
→∞

Δ σ +
μ σ = < +∞  . 

Следуя [5,6], получим относительно эффективно 
проверяемый критерий принадлежности функций к 
классу Линделефа A. 

Для данной комплексной последовательности a(n) 
определим (интегральные) итерации Dm(x) сумматор-
ной функции D0(x) для последовательности a(n) ра-
венствами: 

( ) ( ) ( ) ( )0 1
1

, d , 0,1,...
x

m m
n x

D x a n D x D y y m+
≤

= = =∑ ∫  

Теорема 2. Функция Δ(s), удовлетворяющая усло-
вию (а), принадлежит классу Линделёфа A тогда и 
только тогда, когда справедливы равенства 

( ) ( ) ( ),m m mD x R x Q x= +  (13) 

где Rm(x) – полином, а для Qm(x) при x→∞ выполня-
ются асимптотические соотношения: 

( ) ( )( )  и lim .mm m
m

Q x O x mγ
→∞

= γ − = −∞  

Доказательство. Без ограничения общности мож-
но считать, что последовательность a(n) ограничена. 
Так как в полуплоскости абсолютной сходимости ря-
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да Дирихле (при данном предположении в полуплос-
кости Re s > 1) справедливо равенство (одна из форм 
преобразования Меллина [9]) 

( ) 1
0

1

d ( ) ,ss s x D x
∞

− −Δ = ∫  

то, интегрируя m раз по частям, получаем 

( ) ( ) 1

1

1 ...( 1 d ( )s m
ms s s s m x D x

∞
− − −Δ = + + − ∫ . (14) 

Так как из последнего равенства и равенства (13) 
следует, что функция 

( ) 1

1

1 ...( 1 d ( )s m
ms s s m x R x

∞
− − −+ + − ∫  

– рациональная функция, а функция  

( ) 1

1

1 ...( 1 d ( )s m
ms s s m x Q x

∞
− − −+ + − ∫  

регулярна в полуплоскости Re(s – γm + m) > 1.  
Таким образом, соотношение (14) с растущим m 

определяет аналитическое продолжение функции (12) 
в произвольную полуплоскость Re(s – γm + m) > 1. 

Обратно, из формулы Перрона [10,11] имеем 

( ) ( )2

0
2

d
2 .

i s

i

s x s
iD x

s

+ ∞

− ∞

Δ
π = ∫  

После m-кратного интегрирования получаем  

( ) ( )2 2

2 2

d
2 ( ) d ,

( 1)...( )

i is m
s m

m m
i i

s x s
iD x s x s

s s s m

+ ∞ + ∞+
+

− ∞ − ∞

Δ
π = = Δ

+ +∫ ∫  

где  
( )

( ) .
( 1)...( )m

s
s

s s s m
Δ

Δ =
+ +

 

Перенося контур интегрирования с прямой Re s = 2 
на прямую Re s = σm < 0, где m + 1 – μΔ(σm) > 1, и учи-
тывая вычеты подинтегральной функции в точках 
s + sj, получаем  

( )
0 Re( )

( ) Re

1 ( ) d .
2

j
j m

m

m

m k
m ms s

s

i
s m

m
i

D x x s s

s x s
i

−
=

≤ ≤σ

σ + ∞
+

σ − ∞

= Δ +

+ Δ
π

∑

∫
 

Что, как легко видеть, доказывает асимптотиче-
ское равенство (13).  ז 

Пример 3. Пусть функция, определенная соотно-
шением (12), имеет периодические коэффициенты 
a(n) с периодом T.  

В этом случае из (12) следует 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 0 1
1 1

0 1 0
; ,

T ss

n m n
T Ts

s s

m n m

s a n n a m m nT

m mT a m n T a m sT T

∞ − ∞
−−

= = =
− ∞ −−

= = =

Δ = = + =

= + = ς

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

где ζ(q; s) – дзета-функция Гурвица [12,13]:  

( ) ( ) ( ) ( )
0

; , Re 1, Re 0.s

n
q s q n s q

∞
−

=
ς = + > >∑  

Известно [12,13], что дзета-функция Гурвица до-
пускает аналитическое продолжение до мероморфной 
функции, определённой для всех комплексных s, при 
s ≠ 1. В точке s = 1 она имеет простой полюс с 
вычетом, равным 1. Сумматорная функция для коэф-
фициентов дзета-функции Гурвица отличается от 
сумматорной функции коэффициентов дзета-функции 
Римана, тождественно равных единице, только одним 
постоянным слагаемым a(0). Поэтому с помощью ру-
тинных выкладок, связанных с разложением функции 
{x} на интервале (0, 1): 

{ }
1

1 sin(2 ),
2 n

nxx
n

∞

=

π
= −

π∑  

нетрудно убедиться не только в справедливости (13), 
но и в том, что соотношение (13) для итераций сум-
маторной функции Dm(x) в случае ζ(q; s), (значит, и в 
случае любой функции (12) с периодическими коэф-
фициентами a(n)), выполняется в форме  

( ) ( ) (1).m mD x P x O= +  ז  (15) 
Иными словами, итерации сумматорной функции 

произвольной периодической последовательности 
a(n), «хорошо» (с точностью до O(l)) аппроксимиру-
ются полиномами. Подмножество класса A, для 
функций которого условия (13) выполняются в форме 
(15), далее будет обозначаться A*. 

Пример 4. Пусть в (3) справедливо равенство 

( )( )( )2 4

0
( ) 1 1 1 ... ( ) .n

n
F z z z z n z

∞

∞
=

= − − − = α∑  (16) 

Иными словами, последовательность a(n) строит-
ся рекурсивно следующим образом: начальный фраг-
мент последовательности a(n), n = 0, 1,…,2k+1– 1 по-
вторяется при n = 2k, 2k+1,…, 2k+1–1 с инверсией знака: 

знаки   ( ) : ' ' ' ' '...nα + − − + − + + − − + + − + − − +  (17) 

В [4] показано, что для этой непериодической после-
довательности справедливо асимптотическое равенство 
(13) именно в форме (15), что является характерным 
свойством периодических последовательностей. 

Вид матрицы четырехточечного преобразования с 
базисом, порожденным рассмотренной функцией 
a(n), приведен выше в Примере 1. ■ 

Строго говоря, ряды Дирихле имеют к задаче син-
теза новых базисов ДОП весьма опосредованное от-
ношение. В работе они привлекались исключительно 
для того, чтобы на основе факта мероморфной про-
должимости производящего ряда (факта, к сожалению, 
реально непроверяемого непосредственно), получить 
(«похожие на эффективно проверяемые») достаточные 
условия принадлежности последовательности к неко-
торому классу, включающему как периодические, так 
и некоторые непериодические функции, из фрагментов 
которых далее синтезируются базисы ДОП. 
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В качестве таких псевдопроверяемых условий в на-
стоящей работе рассматриваются асимптотические со-
отношения для интегральных итераций чезаровских 
средних. Разумеется, если не ставить целью подчерк-
нуть связь этих асимптотик с рядами Дирихле и их тау-
беровыми свойствами, а оставаться только в рамках за-
дач синтеза новых базисов ДОП, то асимптотики, субъ-
ективно достаточные для решения ряда таких задач, 
можно получить, рассматривая не интегральные итера-
ции, а повторные суммы чезаровских средних.  

Наверное, в качестве некоторой альтернативой 
рассматриваемому подходу к выбору принципа фор-
мирования базисов ДОП, опирающемуся на анализ 
асимптотик итераций чезаровских средних, мог бы 
рассматриваться подход, связанный с формированием 
базисов ДОП из последовательностей, относящихся к 
различным классам почти периодических функций. 
Упомянем один из таких подходов, хорошо зареко-
мендовавший себя при решении некоторых задач 
аналитической теории чисел. 

Определение 2. Следуя [1], назовем последова-
тельность a(n) хорошо приближающейся периодиче-
ской, если для любого ε > 0 найдется периодическая c 
периодом τ последовательность a(n, τ) такая, что  

( ) ( )1lim ,
N n N

a n a n
N→∞ ≤

− τ ≤ ε∑ .  (18) 

Класс функций, удовлетворяющий Определению 
2, является вариантом класса почти периодических 
функций Безиковича.  

Однако для выделения множества непериодиче-
ских последовательностей, пригодных для синтеза 
новых базисов ДОП, функции, удовлетворяющие Оп-
ределению 2, либо не подходят, либо установление 
факта принадлежности классу последователностей, 
хорошо приближающихся периодическими, техниче-
ски затруднительно. Кроме того, условие (18) все-
таки недостаточно сильное требование для выделения 
класса последовательностей с признаками субъектив-
но понимаемого «самоподобия». 

Пример 5. Для последовательности Примера 4, 
определенной соотношениями (16) – (17), «наиболее 
естественными» аппроксимирующими периодиче-
скими функциями, на первый взгляд, являются пе-
риодические продолжения последовательностей ко-
эффициентов периодических продолжений началь-
ных отрезков ряда (16): 

( ) { }
( ) { }
( ) { }
( ) { }

,1 1', 1',... ;

, 2 1, 1', 1, 1',... ;

, 4 1, 1, 1, 1', 1, 1, 1, 1',... ;

,8 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1',... ...

a n

a n

a n

a n

= + +

= + − + −

= + − − + + − − +

= + − − + − + + −

 

Но нетрудно показать, что в рассматриваемом 
случае вне зависимости от величины периода τ = 2k 
справедливо равенство 

( ) ( )1 1lim , .
2N n N

a n a n
N→∞ ≤

− τ =∑  ■ 

Заключение 
Как уже отмечалось во введении, «универсально-

го» формального определения самоподобия, похоже, 
не существует. Особенно это относится к дискрет-
ным, конечным объектам. В контексте развития тео-
рии ДОП можно все же констатировать, что имеются 
работы, посвященные исследованиям ДОП, опреде-
ленных на самоподобных «предфрактальных» дву-
мерных областях [14], но автору неизвестны работы, 
где исследовались бы нетрадиционные ДОП с усло-
вием некого «самоподобия» не области определения, 
а значений базисных функций преобразования. Не-
смотря на этот теоретический пробел, потребность в 
дискретном спектральном анализе с помощью преоб-
разований с такими базисами представляется доста-
точно высокой в связи, например, с задачами анализа 
трафика в компьютерных сетях [15], [16], в связи с 
применением самоподобных моделей в финансовой 
математике [17], в комбинаторике. А известные тео-
ретические работы, в которых ставятся и исследуют-
ся вопросы самоподобия в дискретных последова-
тельностях, не затрагивают проблемы синтеза новых 
базисов ДОП [18, 19]. 

Что касается реальной полезности и практической 
применимости тех или иных инфинитных аналитиче-
ских критериев принадлежности рассматриваемого 
объекта к определенному классу, то просто следует 
признать, что вообще проверка выполнения боль-
шинства критериальных требований обычно невоз-
можна за конечное время. Тем не менее (и это обыч-
ная практика), функция, наблюдаемая лишь на ко-
нечном интервале, часто считается, например, перио-
дически продолженной. 

Аргументы:  
а) «мне так удобнее» / «есть математический ап-
парат»;  
б) «есть мнение…» / «опыт подсказывает…» и т.п. 
Именно для формирования этого «мнения» и по-

лезны, по мнению автора, инфинитные критерии. 
Предложенная в работе цепочка связей: 

→ последовательности, потенциально перспектив-
ные для синтеза базисов ДОП → 
→ производящие ряды Дирихле → 
→ ряды Дирихле класса Линделёфа → 
→ асимптотическое представление (13) чезаровских 
средних → 
→ тауберовы свойства известных базисов ДОП →  
→ новые базисы ДОП, 
явно формулируется полностью, наверное, впервые, 
несмотря на достаточную изученность её отдельных 
звеньев. Следует также отметить, что новые базисы 
порождают и новые проблемы, связанные с их изуче-
нием и применением. Например, «волюнтаристское» 
решение о признании функции, наблюдаемой только 
на конечном интервале, периодической функцией 
приводит, например, к известным краевым эффектам 
(эффект Гиббса и т.п.). Точно так же решение о при-
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знании функции «самоподобной» должно привести к 
краевым эффектам в специфической форме. 
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Abstract 
New bases of discrete orthogonal transforms associated with some recursive processes and 

possessing a property of self-similarity are introduced and investigated in the paper. Sufficient 
conditions of orthogonality of a system of basic functions are proved. For transforms with the in-
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troduced bases, fast algorithms of the transforms are synthesized. The relationship between the 
considered bases and the analytic properties of generating Dirichlet series is discussed. 
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