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Аннотация 
Рассмотрено решение задачи преодоления дифракционного предела на основе представле-

ния оптического сигнала в виде суперпозиции коммуникационных мод, согласованных с вих-
ревыми собственным функциям ограниченного (в пространственной и спектральной облас-
тях) непараксиального оператора распространения в свободном пространстве. Непараксиаль-
ное распространение лазерных пучков описано с помощью разложения по коническим волнам 
на основе преобразования Фурье–Ханкеля m-го порядка. Собственные функции такого опера-
тора, имеющие собственные значения, близкие к единице, определяют число степеней свобо-
ды и характеристики оптического сигнала, передаваемого без искажения на заданное расстоя-
ние. На основе рассмотренного подхода разработан параметрический метод решения обрат-
ной задачи дифракции, включая преодоление дифракционного предела. 
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Введение 
Основные проблемы оптической передачи инфор-

мации связаны ограничением пространственного 
спектра и дифракционным пределом. Преодоление 
дифракционного предела, определённого в соответст-
вии с теорией Эбби и критерием Рэлея [1], является 
темой множества фундаментальных и прикладных 
исследований в современной оптике. Высокий инте-
рес связан с тем, что область применения сверхраз-
решения вовсе не ограничивается улучшением каче-
ства изображений. Уже показана эффективность в 
уплотнении записи на оптических носителях инфор-
мации, в литографии и наноструктурировании, опти-
ческом манипулировании вплоть до атомных разме-
ров и многих других областях. 

В последнее время было предпринято множество 
попыток по преодолению дифракционного предела, 
что могло бы обеспечить визуализацию деталей, раз-
меры которых меньше половины длины волны. Одно 
из направлений в преодолении дифракционного преде-
ла основано на использовании затухающих волн [2, 3], 
распространяющихся на расстояние менее длины вол-
ны. Однако такой метод основан на увеличении интер-
вала пространственных частот, обеспечивающих со-
хранение затухающих компонент поля источника, ори-
ентирован на оптику ближнего поля [4 – 8] и не 
подходит для оптических систем, предназначенных 
передавать информацию на значительные расстояния.  

Другим подходом к решению задачи сверхразре-
шения является метод суперосцилляций [9 – 11], обес-
печивающий уменьшение размера светового пятна за 

пределами зоны ближнего поля. Однако в этом слу-
чае платой за преодоление дифракционного предела 
является значительный рост боковых лепестков и по-
теря энергии. 

Таким образом, каждый подход обладает своими 
достоинствами и недостатками, которые следуют из 
пространственных ограничений используемой опти-
ческой системы. Для оценки разрешающей способно-
сти оптической системы можно использовать понятие 
коммуникационных мод [12 – 14]. С точки зрения ма-
тематики коммуникационные моды представляют со-
бой собственные функции некоторого оптического 
оператора распространения. Известные моды лазер-
ного излучения являются собственными функциями 
неограниченных (либо в объектной, либо в спек-
тральной области) оптических систем и могут ис-
пользоваться для приближённого моделирования. 
Для более точного описания реальных оптических 
систем, имеющих ограничения как на входной апер-
туре, так и по пространственным частотам, необхо-
димо численно рассчитывать набор собственных 
функций (коммуникационных мод) системы, который 
будет меняться при изменении ограничений.  

Хорошо известным примером коммуникационных 
мод в декартовой системе координат для ограничен-
ного преобразования Фурье являются вытянутые 
сфероидальные функции [15, 16]. Коммуникацион-
ными модами для ограниченного преобразования 
Ханкеля являются круговые [17] и обобщённые [18] 
сфероидальные функции. 

В работах [19, 20] демонстрируется возможность 
аппроксимации одномерных и двумерных ограничен-
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ных сигналов с помощью собственных функций, про-
ходящих через линзовую систему без искажений. Од-
нако сигналы с вихревой фазовой составляющей в 
ближней зоне дифракции не рассматривались. 

Вихревые оптические пучки с фазовой сингуляр-
ностью [21, 22] привлекают повышенное внимание 
исследователей в связи с обширной областью приме-
нения таких пучков, включая уплотнение каналов свя-
зи на основе орбитального углового момента [23, 24], 
повышение разрешения [25], оптическое микромани-
пулирование [26], лазерная обработка и структуриро-
вание [27 – 29]. Во многих этих приложениях жела-
тельно формирование полей со сверхразрешением, в 
том числе за пределами зоны затухающих волн. 

В данной работе рассматривается решение задачи 
преодоления дифракционного предела на основе 
представления оптического сигнала в виде суперпо-
зиции коммуникационных мод, согласованных с вих-
ревыми собственным функциям ограниченного (в 
пространственной и спектральной областях) непара-
ксиального оператора распространения в свободном 
пространстве. Рассматриваемый оператор распро-
странения основан на разложении поля по кониче-
ским волнам с использованием преобразования Фу-
рье–Ханкеля m-го порядка. На основе разложения по-
ля по рассчитанным вихревым собственным 
функциям разработан параметрический метод реше-
ния обратной задачи дифракции, включая преодоле-
ние дифракционного предела.  

1. Теоретические основы 
Скалярный непараксиальный оператор распро-

странения с использованием разложения по плоским 
волнам записывается следующим образом [30]: 
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где k = 2π / λ – волновое число, λ – длина волны излу-
чения, F(ξ,η) – пространственный спектр разложения 
входного поля по плоским волнам, 

2 2
1 2:SΣ σ ≤ ξ + η ≤ σ  – область учитываемых про-

странственных частот. При σ1
 = 0, σ2

 = 1 рассматри-
ваются только распространяющиеся волны, а при 
σ1

 = 1, σ2
 > 1 – только затухающие волны. 

В случае, когда входное поле является вихревым с 
порядком вихря m:  

0 0 0( , ) ( , ) ( ) exp( )E x y E r E r im= ϕ = ϕ , (2) 

выражение (1) можно упростить [31]: 
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где r0 – радиус входного поля, ρ – радиальная коор-
дината в выходной плоскости, σ – радиальная коор-
дината в частотной плоскости, σ0 – радиус учитывае-
мых пространственных частот, θ – угловая координа-
та в выходной плоскости. 

Запишем оператор (3) в виде: 
0
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Выделим радиальную часть ядра оператора: 

( )
0

2 2
,

0

( , ) exp 1

2 2 d .

m L

m m

K r k ikL

J J r

σ

ρ = − σ ×

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞× σρ σ σ σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫
 (6) 

Тогда задача вычисления радиальной части вихре-
вых собственных функций в ближней зоне дифракции 
сводится к поиску собственных функций ограничен-
ного оператора (6) в следующем виде: 

0

, , , , , , ,
0
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r

n m L n m L n m L m Lb r K r r rψ ρ = ψ ρ∫ , (7) 

где L – расстояние, bn, m, L – собственные значения, 
ψn, m, L(ρ) – радиальная часть собственных функций, 
ψn, m, L (ρ,θ) = ψn, m, L(ρ) exp (imθ) – собственные функции. 

Очевидно, характеристики собственных функций 
будут зависеть не только от расстояния распростра-
нения L и порядка m, но и от ограничений, наложен-
ных на поле в объектной и спектральной областях, 
т.е. от значений r0 и σ0 соответственно. 

Имея набор собственных векторов, можно полу-
чить на их основе аппроксимацию некоторого задан-
ного сигнала FL(ρ) на расстоянии L: 
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Решение обратной задачи дифракции в этом случае, 
т.е. входное распределение, формирующее заданный 
сигнал (8), будет выглядеть следующим образом: 
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Из (10) очевидно, что использование в аппрокси-
мации собственных функций с собственными значе-
ниями, близкими к нулю, нецелесообразно. 

Как следует из (3), формирование осесимметрич-
ного сигнала FL(ρ) можно выполнить на основе вих-
ревых функций различного порядка, так как фазовая 
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составляющая exp (im θ) при детектировании интен-
сивности поля не проявляется. 

2. Решение обратной задачи  
в области затухающих волн 

Сначала рассмотрим применение разработанного 
метода в области затухающих волн.  

Расчёт собственных значений и собственных 
функций был выполнен для различных значений па-
раметров при тестовой длине волны лазерного излу-
чения λ = 1 мкм. 

Рассмотрим расчёт собственных функций в облас-
ти затухающих волн, т.е. на расстоянии менее длины 
волны L = 0,5λ при σ0

 = 5, радиус входной области 
выбран равным r0

 = 10λ. 
На рис. 1 показан вид матриц (5), являющихся 

ядром преобразования (4) для m = 0, 1, 5, 9. Как видно, 
с увеличением номера m область нулевых значений в 
нижней левой части матрицы увеличивается. Это свя-
зано со структурой функций Бесселя высокого порядка. 

На рис. 2 показаны графики модулей собственных 
значений bn, m, L. Модули собственных чисел опреде-
ляют «выживаемость» соответствующей собственной 
моды на данном расстоянии. Если собственное число 
близко к единице, то мода будет распространяться 
без искажений и потери энергии [32]. Таким образом, 
число собственных чисел, близких к единице, опре-
деляет количество степеней свободы рассматривае-
мой оптической системы и возможности её разре-
шающей способности.  

Как следует из рис. 2, число степеней свободы 
уменьшается при увеличении m. 

а)   б)  

в)    г)  
Рис. 1. Амплитуда (негатив) матриц (5), являющихся  
ядром преобразования (4) при L = 0,5λ, σ0 = 5, r0 = 10λ  

для m = 0 (а), m = 1 (б), m = 5 (в), m = 9 (г) 

В табл. 1 показаны примеры полученных собст-
венных функций Ψn, m, L(ρ, θ), их пространственные 
спектры и результаты распространения в свободном 
пространстве. 

Как видно из приведённых картин, при увеличе-
нии индекса n, который соответствует количеству ко-
лец в распределении функции, размер колец сужает-

ся, и это соответствует уменьшению деталей оптиче-
ского сигнала, которые можно прописать с помощью 
соответствующих собственных функций (второй 
столбец табл. 1). При фиксированном значении ин-
декса n увеличение номера вихревой составляющей m 
приводит к формированию в центральной части об-
ласти нулевых значений, при этом также уменьшает-
ся ширина периферийных колец. 

 
Рис. 2. График модулей собственных значений bn,m,L  

при L = 0,5λ, σ0 = 5, r0 = 10λ для m = 0 (точечная линия),  
m = 1 (штриховая линия), m = 5 (штрихпунктирная линия), 

m = 9 (сплошная линия) 
Очевидно, уменьшение размера колец при росте 

индексов n и m соответствует смещению простран-
ственного спектра (третий столбец табл. 1) в область 
более высоких пространственных частот. Чем боль-
шая часть энергии пространственного спектра ока-
зывается в области затухающих волн (σ > 1), тем 
сильнее искажается собственная функция при рас-
пространении в свободном пространстве. Оценить 
долю энергии, сосредоточенную в области распро-
страняющихся волн (0 < σ < 1), можно по величине 
собственного числа. Если оно равно единице, то 
весь спектр пространственных частот находится в 
области распространяющихся волн, и собственная 
функция не будет меняться при распространении 
вплоть до расстояния z = L. Заметим, что, хотя соб-
ственные функции, показанные в табл. 1, рассчиты-
вались для L = 0,5λ, они сохраняют свой вид значи-
тельно дольше (вплоть до z = 10λ, четвёртый и пя-
тый столбцы табл. 1), если их собственные числа 
близки к единице (первый столбец табл. 1). Заметим, 
однако, что для собственной функции (n, m) = (8, 5) 
распределение интенсивности на большом расстоя-
нии (L = 10λ) сохранилось только в центральной час-
ти, хотя собственное число близко к единице (равно 
0,98). Это произошло именно потому, что собствен-
ное число рассчитано для близкого расстояния 
(L = 0,5λ). 

Результаты аппроксимации заданных сигналов по 
вихревым функциям показаны на рис. 3. Расчёт ап-
проксимации выполнялся по формулам (6), (7) при 
N = 51. Как видно из результатов, предложенный метод 
позволяет с хорошей точностью аппроксимировать за-
данный сигнал, если его размер более длины волны 
(рис. 3а), если же сигнал содержит детали существен-
но субволнового размера (Δ = 0,1λ), то погрешность 
увеличивается. Снизить погрешность аппроксимации 
возможно за счёт увеличения числа собственных 
функций N, участвующих в аппроксимации, однако 
это приведёт к значительному усложнению входного 
поля, формирующего такой сигнал [19]. 
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Табл. 1. Вид и характеристики собственных функций Ψn,m,L(ρ, θ ) 
для L = 0,5λ, σ0

 =5, r0=10λ 

(n, m) 
Собственная функция 

Ψn,m,L(ρ, θ) 
(амплитуда и фаза) 

График  
пространственного 

 спектра 

Распространение 
собственной функции 

z∈[0,1λ, 10λ] 

Собственная функция 
на расстоянии z = 10λ 

(3, 0) 
b3,0,L = 1 

     

(8, 0) 
b8,0,L = 0,99 

     

(8, 5) 
b8,5,L = 0,98 

     

(15, 5) 
b15,5,L = 0,90 

     

(15, 9) 
b15,9,L = 0,90 

     
 

а)  

б)   
Рис. 3. Аппроксимация вихревыми собственными 

функциями заданного сигнала (сплошная линия): m = 0 – 
9,6 % (точечная линия), m = 1 – 3,7 % (пунктирная линия), 

m = 5 – 4,3 % (штрихпунктирная линия) (а); и сигнала 
существенно субволнового размера – Δ = 0,1λ (сплошная 
линия): m = 0 – Δ = 0,19λ, 21,7 % (точечная линия),  

m = 9 – Δ = 0,18λ, 22,3 % (пунктирная линия) (б) 
В табл. 2 показаны результаты формирования 

кольца субволнового размера в области затухающих 
волн с помощью входного поля, определяемого по 
формуле (8). Моделирование выполнялось на основе 
разложения по коническим волнам (3). Как видно из 
результатов моделирования, предложенный метод 
позволяет формировать заданное поле с хорошей 

точностью даже при меньшем числе аппроксими-
рующих функций.  

Результаты формирования кольца субволнового 
размера при m = 0 оказались предсказуемо несколько 
хуже (Δ = 0,19λ), чем при m = 9 (Δ = 0,18λ), т.к. при 
увеличении вихревой составляющей пространствен-
ный спектр смещается в сторону высоких частот 
(второй столбец табл. 2). 

Таким образом, достигнуто существенное умень-
шение дифракционного предела. 

Распространение поля, приведенное в третьем 
столбце табл. 2, показывает, что входное поле очень 
быстро рассеивается и теряет энергию, однако на за-
данном расстоянии формируется заданное распределе-
ние, которое достаточно быстро затем расплывается.  

3. Решение обратной задачи в области 
распространяющихся волн 

Теперь рассмотрим применение разработанного 
метода в области распространяющихся волн.  

Рассмотрим расчет собственных функций в облас-
ти распространяющихся волн, т.е. на расстоянии бо-
лее длины волны L = 20λ при σ0

 = 1, радиус входной 
области выбран равным r0

 = 30λ и r0
 = 50λ. 

На рис. 4 показан вид матриц (5), являющихся 
ядром преобразования (4) для m = 0 и 9, а также гра-
фики соответствующих собственных чисел. Как вид-
но, с увеличением размера входной области r0 увели-
чивается число степеней свободы оптической систе-
мы. Вид собственных функций примерно такой же, 
как в предыдущем параграфе.  
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Табл. 2. Формирование кольца субволнового размера в области затухающих волн для L = 0,5λ, σ0 = 5, r0 = 10λ, N = 51  
(при m = 0 – верхняя строка и m = 9 – нижняя строка) 

Радиальная часть  
входного распределения 

(амплитуда и фаза)
 

График  
пространственного  

спектра 

Распространение 
(интенсивность  
и топология) 

z∈[0,1λ, 10λ], негатив 

Распределение  
на расстоянии z = 0,5 

(интенсивность и фаза) 

     

     
 

а)   б)  

в)  

г)   д)  

е)  
Рис. 4. Амплитуда (негатив) матриц (5), являющихся ядром 
преобразования (4) при L = 20λ, σ0 = 1, r0 = 30λ (верхняя 
строка) для m = 0 (а), m = 9 (б) и r0 = 50λ (нижняя строка) 

m = 0 (г), m = 9 (д), а также графики (в), (е) 
соответствующих собственных чисел  

(для m = 0 – точечная линия, m = 9 – сплошная линия) 
Результаты аппроксимации кольца субволнового 

размера (Δ = 0,1λ) по вихревым собственным функци-
ям вне зоны затухающих волн показаны на рис. 5. Как 
видно из результатов, в этом случае не удается сфор-
мировать сигнал существенно субволнового размера 

за счет распространяющихся волн. Хотя приближен-
но кольцо формируется, но его размер немного 
меньше длины волны, причем увеличение степеней 
свободы за счет увеличения входной области не при-
водит к улучшению ситуации с преодолением ди-
фракционного предела, но позволяет сформировать 
более выраженное кольцо. Таким образом, в этом 
случае метод можно применить для приближенного 
формирования заданного поля. Причем использова-
ние вихревой составляющей m ≠ 0 позволяет сформи-
ровать более «чистое» распределение.  

В табл. 3 показаны результаты решения обратной 
задачи формирования кольца субволнового размера 
вне области затухающих волн. Видно, что увеличение 
размера объектной области позволяет улучшить ре-
шение задачи.  

а)  

б)   
Рис. 5. Аппроксимация кольца субволнового размера (Δ = 0,1λ) 
вихревыми собственными функциями при (а) r0 = 30λ, N = 51: 
m = 0 – Δ = 0,75λ (точечная линия), m = 9 – Δ = 0,71λ (сплошная 
линия); (б) r0 = 50λ, N = 61: m = 0 – Δ = 1,42λ (точечная линия), 

m = 9 – Δ = 1,59λ (сплошная линия) 
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Заключение 
В работе предложен параметрический метод рас-

чета вихревых собственных мод свободного про-
странства в ближней зоне дифракции при ограниче-
нии области пространственных частот. При этом 
расстояние распространения пучка (порядка не-
скольких длин волн) и область ограничения про-
странственных частот являются параметрами систе-
мы и существенно меняют набор собственных чисел 
и мод, определяя количество степеней свободы для 
аппроксимации заданного поля. Выполнен расчет 
вихревых собственных функций ограниченного опе-
ратора распространения в ближней зоне дифракции. 
Показано, что число собственных функций с собст-
венными числами, близкими к единице, т.е. количе-
ство степеней свободы оптической системы и воз-
можности ее разрешающей способности, уменьша-

ется с ростом порядка вихревой сингулярности. 
Однако одновременно с увеличением m уменьшает-
ся ширина колец в периферийной области собствен-
ной функции, что соответствует уменьшению дета-
лей оптического сигнала, которые можно прописать 
с помощью собственных функций. 

Очевидно, чем больше используется собственных 
функций при аппроксимации заданного поля, тем эта 
аппроксимация точнее. Однако при решении обрат-
ной задачи, а именно, при расчете исходного поля, 
формирующего эту аппроксимацию, эффективность 
использования собственных функций с высокими но-
мерами падает в соответствии с их собственными 
значениями. Поэтому приходится идти на определен-
ный компромисс. В рассмотренных примерах исполь-
зовались собственные функции, собственные числа 
которых были более 0,1.  

Табл. 3. Формирование кольца вне области затухающих волн при m = 0  
для L = 20λ, σ0 = 1, r0 = 30λ, N = 31 (верхняя строка) и r0 = 50λ, N = 61 (нижняя строка) 

Радиальная часть  
входного распределения 

(амплитуда и фаза)
 

График 
пространственного  

спектра 

Распространение 
(интенсивность) 

z∈[10λ, 30λ], негатив 

Распределение  
на расстоянии z = 20λ

(интенсивность 
и фаза) 

    

    
 
Выполнен расчет входных сигналов, обеспечи-

вающих формирование заданных распределений на 
различных расстояниях. Показана эффективность 
предложенного алгоритма решения обратной задачи 
дифракции для сигналов, не содержащих субволно-
вых деталей. При необходимости сфокусировать из-
лучение в пятно, размер которого в несколько раз 
меньше дифракционного предела, задача решается 
только в области затухающих волн.  
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by vortex eigen functions of a bounded  

non-paraxial propagation operator 
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Abstract 
The solution of the problem of overcoming the diffraction limit based on the representation of 

an optical signal in the form of a superposition of communication modes matched with the vortex 
eigenfunctions of a bounded (in the object and spectral regions) nonparaxial propagation operator 
in free space is considered. Nonparaxial propagation of laser beams is described using an expan-
sion in terms of conic waves based on the m-th order Fourier-Hankel transform. The eigenfunc-
tions of such an operator, which have near-unity eigenvalues, determine the number of degrees of 
freedom and characteristics of an optical signal transmitted without distortion over a given dis-
tance. Based on the considered approach, a parametric method was developed for solving the in-
verse diffraction problem, including overcoming the diffraction limit. 
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