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Аннотация 

Рассматривается реконструкция волнового фронта, содержащего случайные фазовые ис-
кажения светового поля. Реконструкция выполняется методом Гартмана на основе аппрок-
симации волновой функции полиномами Цернике по оценкам локальных наклонов. Значе-
ния наклонов зависят от алгоритмов, посредством которых они определяются. Число 
наклонов пропорционально количеству фокальных пятен, зарегистрированных в плоскости 
приёмного устройства, которое варьируется не только из-за размерности растра, но и в за-
висимости от параметров турбулентности, особенностей конструкции приёмных устройств, 
а также в результате ограничения, обусловленного условием ортогональности полиномов 
Цернике. Приводятся результаты численных экспериментов, которые будут учтены при со-
здании систем адаптивной оптики для коррекции сильных турбулентных искажений опти-
ческого излучения. 
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Введение 

В контуре системы адаптивной оптики (АО) дат-
чик волнового фронта (ДВФ) Шэка–Гартмана служит 
источником информации о турбулентных искажениях 
оптического излучения или светового поля, прихо-
дящего на входную апертуру системы.  

По измерениям датчика реконструируется волно-
вой фронт, который представляет гипотетическую 
поверхность пространственных фазовых флуктуаций 
светового поля, формируемую для получения сопря-
женной с ней фазовой поверхности корректирующего 
зеркала. Измерения датчика выражаются в виде коор-
динат энергетических центров тяжести фокальных 
пятен или центроидов, вычисленных по интенсивно-
сти в пределах субапертур в плоскости регистрации 
фокальных пятен. Смещения координат измеряемого 
волнового фронта относительно опорного пропорци-
ональны локальным наклонам волнового фронта [1]. 
Оценка интенсивности фокального пятна в пределах 
субапертуры может быть выполнена на основе алго-
ритмов центрирования: взвешенных центров тяжести; 
четырехэлементного или квадрантного; порогового; а 
также их модификаций. Известно [2, 3], что выбор 
наилучшего метода зависит как от параметров турбу-
лентной атмосферы, так и от характеристик датчика. 
Несмотря на большое количество научных исследо-
ваний, общая рекомендация к выбору наилучшего ал-
горитма центрирования и наилучшего размера пиксе-
ля в ДВФ Шэка–Гартмана все еще отсутствует, и ра-
боты в данном направлении продолжаются [4 – 7]. 

ДВФ Шэка–Гартмана измеряет волновую функ-
цию (волновой фронт или фазовое распределение) 
светового поля делением его на парциальные пучки, 
которые фокусируются в плоскости приемного 
устройства. В качестве делителя волнового фронта 

обычно выступает линзовый растр в виде матрицы 
идентичных микролинз, которые обладают большими 
фокусными расстояниями и малой апертурой [8]. 
Требованиями к таким растрам являются равные фо-
кусные расстояния линз, малый диаметр фокального 
пятна, стремящийся к дифракционному пределу, а 
также высокая плотность упаковки микролинз. Од-
ним из недостатков таких растров является то, что из-
вестные технологии их изготовления несовершенны и 
характеризуются низкой повторяемостью параметров 
создаваемых микролинз со сферической формой по-
верхности [9]. 

Авторы работ [10, 11] решают технологическую 
проблему в изготовлении растров, используя в каче-
стве делителя волнового фронта маски с круглыми 
отверстиями. Каждый элемент маски действует как 
микролинза и фокусирует на оптически сопряженном 
с ним участке матричного приемника пятно малых 
размеров, которое описывается функцией рассеяния 
точки [12]. Для реализации высокого пространствен-
ного разрешения необходимо сокращать расстояние 
между субапертурами [13], что приводит к интерфе-
ренционным эффектам, модулирующим амплитуду и 
форму основного пика, и, как следствие, по сигналам 
от фрагментов матричного приемника, сопряженных 
только со своими субапертурами, ухудшается каче-
ство измерения волнового фронта. Такой интерфе-
ренционный эффект имеет место и для круглых от-
верстий на экране, и для субапертур, выполненных в 
виде микролинз. 

Для регистрации накопленных в атмосфере иска-
жений волнового фронта от создаваемой лазером ис-
кусственной звезды предложено использовать растры 
из длиннофокусных линз с полным заполнением суб-
апертуры [14]. Элемент растра заменяется на внеосе-
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вой фрагмент дифракционной линзы с таким же фо-
кусом, но большим по величине диаметром. Расстоя-
ние от оптической оси дифракционной линзы до 
фрагмента выбирается таким образом, чтобы дифра-
гировавший сфокусированный пучок не перекрывал-
ся ни с одним пучком нулевого порядка дифракции от 
других линз. Растр внеосевых линз характеризуется 
высокой воспроизводимостью фокусов в растре, пол-
ным заполнением растра субапертурами и отсутстви-
ем интерференционного эффекта. Недостатком явля-
ется то, что микроструктура внеосевой линзы мало 
отличается от линейной решетки.  

Общим аспектом для всех представленных дели-
телей волнового фронта является то, что их эффек-
тивность зависит от внешних факторов, таких как 
конструктивные особенности оптоэлектронной си-
стемы, и, прежде всего, круглая форма входной апер-
туры системы, а также наличие «сильной» турбу-
лентности на трассе распространения оптического 
излучения [15, 16]. В результате влияния этих факто-
ров гартманограмма в плоскости регистрирующего 
устройства датчика будет определена частично, т.е. 
отдельные фокальные пятна или группы пятен на 
гартманограмме могут быть нечеткими или вообще 
отсутствовать.  

При реконструкции волнового фронта ряд фо-
кальных пятен гартманограммы не будет учитывать-
ся, так как окажется, что область данного фокального 
пятна полностью не попадает в круг радиуса, соот-
ветствующего радиусу входной апертуры.  

Следует также заметить, что плоскость изображе-
ния для упрощения расчётов делится на квадратные 
ячейки. Однако зачастую оптические элементы обла-
дают круглым сечением, что соответствующим обра-
зом также сказывается на формируемом изображении. 

Используя в качестве инструмента исследований 
реконструкцию волнового фронта на основе аппрок-
симации волновой функции набором из полиномов 
Цернике и различные алгоритмы центрирования, 
проанализируем влияние полученной информации о 
световом поле в случае не полностью определенной 
гартманограммы с различными ее заполнениями (т.е. 
виньетированием растра) на точность реконструкции 
фазового распределения светового поля, приходяще-
го на входную апертуру системы. А также рассмот-
рим способы, позволяющие повысить результатив-
ность реконструкции волнового фронта с использо-
ванием не полностью определенной гартманограммы. 
Исследования выполнены на основе численных экс-
периментов. 

1. Основные уравнения и численные модели 

Измеряемый волновой фронт представляет слу-
чайное поле коэффициентов показателя преломления 
из интервала l0 <<  << L0, где L0 = 10 м, l0 = 1 мм – 
внешний и внутренний масштабы неоднородностей, и 
соответствует спектральной плотности фазовых 
флуктуаций светового поля, которая задается спек-
тром фон Кармана [17]: 

   
115

62 2 2 23
00(æ) 0, 489 æ æ exp æ / æ ,S mF r


     (1)

 
где ӕ0 = 2 / L0, ӕm = 5,92 / l0. Интенсивность искаже-
ний волнового фронта или флуктуаций показателя 
преломления характеризуется параметром Фрида r0 
[18], т.е. расстоянием, на котором фазовые соотноше-
ния сохраняются.  

Фазовые флуктуации светового поля, обусловлен-
ные турбулентностью атмосферы, можно представить 
как некий набор «линз» размером r0 с различными 
показателями преломления. Световое поле, проходя 
через эти «линзы», изменяется и характеризуется фа-
зовым распределением, представляющим двумерный 
массив из спектральных отсчетов [17]: 

 
1

2
K,M K,M(æ ) æexp( )S randF i    , (2) 

где 2 2
K,Mæ æ (K )M   ; K, M – индексы, соответ-

ствующие узлам расчетной сетки размерностью 
NgridNgrid; Ngrid = 1024; ӕ = 2 / (Ngrid) – шаг дис-
кретизации по пространственной частоте;  – рас-
стояние между разнесенными точками с координата-
ми  = (x, y); rand – равномерно распределенная фаза 
Фурье-образа в интервале [0, 2].  

На рис. 1 представлен сценарий численных экспе-
риментов, где в качестве измеряемого волнового 
фронта (рис. 1а) будут моделироваться случайные 
фазовые экраны, характеризующие турбулентные ис-
кажения средней интенсивности: r0 = 5 см. 

Делитель волнового фронта или растр с числом 
субапертур 16×16, т.е. 256, принятый в данных чис-
ленных исследованиях за эталон, разбивает световое 
поле с фазовыми искажениями в приближении гео-
метрической оптики на парциальные пучки, которые 
фокусируются в плоскости регистрации и образуют 
матрицу из фокальных пятен, или гартманограмму 
(рис. 1б).  

а)  б)  в)  
Рис. 1. Сценарий численных экспериментов 

Параметры численной модели делителя волнового 
фронта (размер субапертуры и фокусное расстояние) 
подобраны таким образом, чтобы радиус фокального 
пятна в плоскости регистрации не превышал трети 
радиуса субапертуры [14]. 

Оценка интенсивности в пределах субапертур 
позволяет рассчитать координаты центроидов. По 
смещениям координат центроидов относительно их 
номинальных значений, пропорциональным локаль-
ным наклонам [19], реконструируется волновой 
фронт, который представляет волновую функцию 
(рис. 1в), аппроксимированную полиномами Церни-
ке Z j (x, y) [20, 21], ортогональными в круге единич-
ного радиуса: 



Реконструкция волнового фронта, искажённого атмосферной турбулентностью… Лавринов В.В., Лавринова Л.Н. 

588 Компьютерная оптика, 2019, том 43, №4 

1

( , ) ( , )
basisN

j j
j

W x y С Z x y

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где Nbasis – число полиномов в разложении волновой 
функции.  

В численных экспериментах число полиномов или 
модовых аберраций равно 35. Это означает, что каж-
дая из модовых аберраций до 7-го порядка включи-
тельно входит в разложение волновой функции в ви-
де вкладов, пропорциональных модулям весовых ко-
эффициентов Cj. Причем модовые аберрации 1-го и 2-
го порядков считаются аберрациями низкого порядка, 
выше – аберрациями высокого порядка [17].  

Результативность ДВФ Шэка–Гартмана для кор-
рекции искажений волнового фронта обусловлена 
многими факторами, одним из которых является спо-
соб измерения координат центроидов в плоскости ре-
гистрации.  

Распределение интенсивности в изображении фо-
кального пятна можно рассматривать как распреде-
ление плотности вероятности приходящих фотонов 
[12], регистрация фотонов определяется характери-
стиками видеокамеры. В системе АО, выполняющей 
коррекцию влияния атмосферных явлений на профес-
сиональных астрономических телескопах, разреше-
ние на выходе видеокамеры должно быть не менее 
240×240 пикселей при частоте кадров в 1,5 кГц с уче-
том возможности регистрации однофотонного сигна-
ла, позволяющего найти центр тяжести проецируемо-
го фокального пятна с заданной точностью [22].  

Точность измерения координат центроида (цен-
трирования) зависит и от алгоритма, выполняющего 
расчет координат центра тяжести фокального пятна 
по распределению интенсивности в изображении фо-
кального пятна. В данной работе оцениваются алго-
ритмы центрирования, использующие нормирование 
на интенсивность, суммируемую в пределах субапер-
туры. 

Алгоритм взвешенных центров тяжести дает оп-
тимальный результат независимо от отношения сиг-
нал – шум [2, 3]: 
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1 1 1 1
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j ji i

j ji i
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 

 

  
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где Ii j – измеренное значение интенсивности пикселя 
с координатами i, j; i = 1, 2,…ni; j = 1, 2,…nj; ni×nj – 
число пикселей в распределении изображения суб-
апертуры; k = 1, 2,…, NlensNlens – номер субапертуры; 
NlensNlens – число субапертур.  

Квадрантный алгоритм предполагает разбиение 
области субапертуры на квадранты, из которых ком-
бинируются полуплоскости. По интенсивности ча-
стей фокального пятна, попадающих в полуплоско-
сти, нормируемой на интенсивность всего фокально-
го пятна в пределах данной субапертуры, определя-
ются координаты: 
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где  – нормирующий коэффициент. 
Суть порогового алгоритма центрирования заклю-

чается в отсечении нижней составляющей сигнала, 
поступающего на субапертуру.

 

В данной работе по-
роговый алгоритм будет рассматриваться в комбина-
ции как с алгоритмом взвешенных центров тяжести, 
так и с квадрантным алгоритмом в качестве фильтра. 

Оценка реконструкции волнового фронта на осно-
ве измерений датчика в зависимости от различного 
заполнения растра субапертурами и применения раз-
личных алгоритмов центрирования оценивается 
среднеквадратической остаточной ошибкой  рас-
пределения реконструированного волнового фронта 
W(x, y) относительно распределения измеряемого 
волнового фронта Ф(x, y) [23]: 

2

,

1
( , ) ( , )

1
i j i j

r r N i j N

x y W x y
N N   

        , (6) 

где Nr – число значений волнового фронта в распре-
делении размерностью NgridNgrid, нормированных на 
N = Ngrid

 / 2 и входящих в круг единичного радиуса.  
Дэвид Фрид и Роберт Нолл определили величину 

остаточной ошибки для моделируемого случайного 
фазового экрана (1) или набора турбулентных неод-
нородностей в зависимости от числа полиномов Цер-
нике Nbasis в разложении волновой функции [20, 21].  

Число полиномов Nbasis является функцией диа-
метра телескопа, качества изображения и длины вол-
ны [12]. Для отношения D / r0 = 10, характеризующего 
разрешение системы (телескопа) с радиусом входной 
апертуры D, остаточная ошибка реконструкции вол-
нового фронта по 35 полиномам Цернике равна 
35 = 0,0135(D / r0)5/3 = 0,6286 rad2 и является той вели-
чиной, к которой будем стремиться в проводимых ис-
следованиях.  

Так как в системе АО деформируемое зеркало 
может воспроизводить волновую функцию, содер-
жащую аберрации, порождаемые низкими простран-
ственными частотами спектра, которые совпадают с 
первыми членами ряда Цернике [17], то имеет смысл 
также рассматривать остаточную ошибку рекон-
струкции волнового фронта по 14 полиномам Церни-
ке: 14 = 0,0304(D / r0)5/3 = 1,411 rad2. 

2. Сравнение алгоритмов центрирования 
на моделях растра с различным заполнением 

его субапертурами 

Реконструкция волнового фронта на основе изме-
рений датчика Шэка–Гартмана оценивается через ви-
зуальное сравнение профилей фазовых распределе-
ний для измеряемого и реконструированного волно-
вых фронтов, а также через весовые коэффициенты в 
разложениях волновой функции по полиномам Цер-
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нике. И профили Phase фазовых распределений, и ве-
совые коэффициенты Cj в разложениях волновой 
функции на рисунках выражены в радианах [14].  

На рис. 2а изображены в виде профилей волновых 
функций значения строк с номером Ngrid / 2 двумер-
ных фазовых распределений Ф(x, y) и W(x, y) (рис. 1а 
и 1в соответственно), полученных применением ал-
горитма взвешенных центров тяжести (кривая 2) и 
квадрантного алгоритма центрирования (кривая 3); 
кривая 1 представляет профиль случайного фазового 
экрана. На рис. 2б – коэффициенты в разложении 
волновой функции (рис. 1в) по 35 полиномам Церни-
ке в зависимости от алгоритма центрирования: ряд 1 
соответствует применению алгоритма взвешенных 
центров тяжести; 2 – квадрантного алгоритма. 

а)   

б)   
Рис. 2. Профили фазовых распределений (а); 

коэффициенты в разложении волновой функции 
по полиномам Цернике в зависимости  

от номера полинома Nz (б) 

Очевидно, что приоритет алгоритма центрирова-
ния изображений фокальных пятен определяется 
набором полиномов Цернике в разложении волновой 
функции.  

В проводимых исследованиях при анализе вкла-
дов полиномов Цернике в разложение волновой 
функции акцент будет на коэффициенты при накло-
нах (Nz = 1, Nz = 2) и дефокусировке (Nz = 3). Для дан-
ного набора случайных неоднородностей коэффици-
енты при наклонах отличаются, при дефокусировке 
совпадают. Наблюдаются отличия между коэффици-
ентами модовых аберраций высокого порядка, про-
порциональные разностям весовых коэффициентов 
при наклонах. 

Остаточная ошибка  для алгоритма взвешенных 
центров тяжести составляет 0,9669 rad2, для квад-
рантного алгоритма немного меньше – 0,9577 rad2: 
значения остаточной ошибки для обоих алгоритмов 
превосходят номинальную величину 35 = 0,6286 rad2 
из-за недостатка информации о световом поле. В 
данном численном эксперименте внешний контур 
линзового растра вписан в круг единичного радиуса и 
все значения фазовых распределений, как и коорди-
наты центроидов, нормированы на величину 

2 2gridN N  .  

Чтобы оценить влияние радиуса круга заполнения 
субапертурами на результат реконструкции волнового 
фронта, были использованы следующие модели дели-
теля волнового фронта, полученные виньетированием 
согласно круглой форме входной апертуры системы и 
условию ортогональности полиномов Цернике в круге 
единичного радиуса (рис. 3). Внешний контур линзо-
вого растра описывает круг единичного радиуса, по-
этому значения фазовых распределений и координаты 
центроидов нормированы на величину N = Ngrid

 / 2.  
Модель делителя волнового фронта на рис. 3а 

включает в себя субапертуры, входящие в круг еди-
ничного радиуса больше чем на 50 %, и, таким обра-
зом, содержит 208 субапертур из 256. Модель на 
рис. 3б включает в себя только те субапертуры, кото-
рые на 100 % входят в круг, т.е. 164 субапертуры. В 
модели на рис. 3в часть субапертур, входящих в круг 
единичного радиуса, оказываются не включенными в 
реконструкцию волнового фронта, модель содержит 
148 субапертур. 

а)  б)  в)  
Рис. 3. Модели делителей волнового фронта  

с различным заполнением круга субапертурами: 
 включает в себя 208 субапертур (а); 164 (б); 148 (в) 

На рис. 4 представлены результаты реконструкции 
волнового фронта относительно делителей волнового 
фронта с различным заполнением круга субапертура-
ми на основе квадрантного алгоритма центрирования. 
На рис. 4а кривая 1 соответствует профилю случай-
ного фазового экрана (рис. 1а); 2, 3 и 4 – результатам 
реконструкции волнового фронта; на рис. 4б пред-
ставлены их весовые коэффициенты при полиномах 
Цернике, где ряды 1, 2, 3 соответствуют кривым 2, 3, 
4 на рис. 4а. 

а)  

б)  
Рис. 4. Профили фазовых распределений (а), где  
кривые 2, 3, 4 соответствуют моделям делителя  
волнового фронта на рис. 3; весовые коэффициенты 

в разложении волновой функции по полиномам Цернике (б) 
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Результаты различного заполнения круга субапер-
турами продемонстрированы на рис. 4а. Отсутствие 
информации о световом поле на краях делителя вол-
нового фронта выражается ростом значений фазы на 
краях фазового распределения, т.е. ростом коэффици-
ентов модовых аберраций высокого порядка (рис. 4б). 

Модель делителя, представленная на рис. 3а, ха-
рактеризуется наибольшим числом включенных в ал-
горитм реконструкции субапертур, при этом в срав-
нении с моделями на рис. 3б и 3в вклад всех модовых 
аберраций в распределение реконструированного 
волнового фронта является наименьшим. Вклад 
наклонов и дефокусировки для моделей на рис. 3а и 
3б практически совпадает, но значительно возрастает 
для модели на рис. 3в.  

Очевидно, что чем больше субапертур включено в 
реконструкцию волнового фронта, тем лучше резуль-
тат: остаточная ошибка  для модели на рис. 3а со-
ставляет 0,6283 rad2 и практически равна 35; на 
рис. 3б – 0,6688 rad2; на рис. 3в – 0,7118 rad2.  

Для эффективной реконструкции волнового фрон-
та следует использовать модель растра, представлен-
ную на рис. 3а. Данная модель делителя волнового 
фронта гарантирует отсутствие неопределенностей 
при рассмотрении светового поля в пределах входной 
апертуры системы, что, в свою очередь, уменьшает 
влияние модовых аберраций высокого порядка на 
краях реконструированного фазового распределения. 
Использование данной модели в численных экспери-
ментах не представляет трудностей. В экспериментах 
на трассе невозможно оценить распределение интен-
сивности на субапертуре, отсекаемой краем входной 
апертуры системы. В этом случае координаты цент-
роида для данной субапертуры следует определять 
как средние значения координат трех соседних суб-
апертур, т.о. дополняя растр субапертурами, частично 
входящими в пределы входной апертуры, тогда оста-
точная ошибка  составляет 0,6354 rad2. 

В исследованиях, оценивающих влияние размер-
ности базиса в разложении волновой функции на ре-
зультат реконструкции волнового фронта, использо-
валась модель делителя волнового фронта, представ-
ленная на рис. 3а с числом субапертур 208.  

Результаты реконструкции по 14 и по 35 полино-
мам представлены на рис. 5. На рис. 5а кривая 1 со-
ответствует профилю случайного фазового экрана, 
имитирующего те же фазовые флуктуации светового 
поля на входной апертуре системы, что и в исследо-
ваниях различного заполнения круга субапертурами; 
кривые 2 и 3 – результаты реконструкции по 35 по-
линомам; 4 и 5 – по 14 полиномам; 2 и 4 получены на 
основе алгоритма взвешенных центров тяжести; 3 и 5 
представляют результаты квадрантного алгоритма 
центрирования. На рис. 5б представлены весовые ко-
эффициенты при полиномах Цернике, где ряды 1 – 4 
соответствуют кривым 2 – 5 на рис. 5а. 

а)  

б)  
Рис. 5. Профили фазовых распределений: случайного 
фазового экрана и результатов его реконструкции (а); 
весовые коэффициенты в разложении волновой функции 

по полиномам Цернике (б) 

Реконструкция волнового фронта разложением по 
14 полиномам Цернике, не включая постоянную со-
ставляющую [19], выражает волновой фронт как ре-
зультат аппроксимации волновой функции через мо-
довые аберрации до 4-го порядка включительно. Су-
щественное совпадение коэффициентов в зависимости 
от размерности базиса наблюдается в случае наклонов 
и дефокусировки для обоих алгоритмов центрирова-
ния. Отличие проявляется в зависимости от алгоритма 
центрирования. Остаточная ошибка реконструкции по 
14 полиномам для алгоритма взвешенных центров тя-
жести составляет  = 0,91 rad2; для квадрантного алго-
ритма центрирования  = 0,8725 rad2. В случае рекон-
струкции по 35 полиномам Цернике:  = 0,6688 rad2 и 
 = 0,6283 rad2 соответственно. Анализ остаточной 
ошибки позволяет утверждать, что для данного слу-
чайного фазового экрана квадрантный алгоритм цен-
трирования при реконструкции по 35 полиномам вы-
полняет измерение волновой функции более точно, 
чем алгоритм взвешенных центров тяжести.  

Весовые коэффициенты в разложении волновой 
функции по 14 и по 35 полиномам Цернике до 14 по-
линома включительно практически не отличаются 
как для квадрантного алгоритма центрирования, так и 
для алгоритма взвешенных центров тяжести (рис. 5б). 
Однако отсутствие модовых аберраций высокого по-
рядка значительно изменяет волновой фронт, т.е. раз-
ложение одной и той же волновой функции по базису 
различной размерности дает различные фазовые рас-
пределения.  

Учитывая использование в адаптивной оптике в 
качестве приёмника телескопов схемы Кассегрена 
или Ньютона, оценим модели с виньетированием 12 и 
и 32 субапертур в центральной области растра 
(рис. 6а и 6б) или отсечением 16 субапертур по краю 
(рис. 6в). Данный вариант модели растра наблюдается 
на Большом солнечном вакуумном телескопе (БСВТ, 
г. Иркутск) [24]. 
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а)  б)  в)  
Рис. 6. Модели делителя волнового фронта 

с виньетированием: включает в себя  
196 субапертур (а); 176 субапертур (б); 192 субапертуры (в) 

На рис. 7 представлены значения остаточной 
ошибки  для выборки из пятидесяти различных слу-
чайных фазовых экранов с номером Nscr. 

а)  

б)  

в)  
Рис. 7. Значения остаточной ошибки  для различных 
случайных фазовых экранов с варьированием делителя 

волнового фронта и алгоритма центрирования фокальных 
пятен 

В качестве делителя волнового фронта применя-
лись модели, представленные на рис. 3а, 6б и 6в со-
ответственно. Ряд 1 соответствует применению алго-
ритма взвешенных центров тяжести, ряд 2 получен на 
основе квадрантного алгоритма центрирования, ре-
конструкция волнового фронта выполнялась по 35 
полиномам Цернике. 

Для большей части случайных фазовых экранов 
алгоритм взвешенных центров тяжести дает меньшую 
ошибку, для остальных – квадрантный (рис. 7а). 

С виньетированием растра как в центральной его 
области (рис. 7б), так и по краю (рис. 7в) возрастает 
разброс значений остаточной ошибки, но приоритет 
алгоритма взвешенных центров тяжести относительно 
значений остаточной ошибки по сравнению с квад-
рантным алгоритмом центрирования сохраняется. 

Использование фильтра в комбинации с алгорит-
мом центрирования означает, что для каждой суб-
апертуры определяется значение интенсивности, по 
которому выполняется отсечение нижней составля-
ющей сигнала, поступающего на субапертуру [25]. 

Применение фильтра к распределениям интенсив-
ности, центрируемым с применением квадрантного 

алгоритма и алгоритма взвешенных центров тяжести 
для каждой субапертуры, оценивалось на модели де-
лителя волнового фронта, изображенного на рис. 3а. 
Результаты реконструкции волновой функции для 
случайного фазового экрана (рис. 1а) с применением 
порогового фильтра представлены на рис. 8.  

а)  

б)  
Рис. 8. Профили фазовых распределений, полученных 

в результате реконструкции случайного фазового экрана 
(рис. 1а) с варьированием алгоритма центрирования (а); 
значения остаточной ошибки  для выборки экранов (б); 

ряды 1 и 3 – без применения фильтра; 2 и 4 – с его 
использованием 

Предварительное отсечение нижней составляющей 
сигнала, поступающего на субапертуру, изменяет про-
филь фазового распределения, полученного на основе 
квадрантного алгоритма центрирования (рис. 8а, где 
кривая 3 – без фильтрации, 2 – с фильтрацией), но 
практически не влияет на результат применения алго-
ритма взвешенных центров тяжести (кривая 1 – без 
фильтрации и 3 – с фильтрацией). Данный вывод пра-
вомерен для всех случайных фазовых экранов из вы-
борки (рис. 8б), что позволяет считать алгоритм взве-
шенных центров тяжести для адаптивной системы, ра-
ботающей на атмосферной трассе, более точным, чем 
квадрантный алгоритм центрирования. 

Влияние виньетирования центральной части раст-
ра на результаты реконструкции волнового фронта 
продемонстрировано на рис. 9а, где представлены ве-
совые коэффициенты в разложении волновой функ-
ции, полученные на основе алгоритма взвешенных 
центров тяжести. Ряд 1 соответствует делителю вол-
нового фронта, изображенного на рис. 3а; 2 – модели 
делителя с виньетированием 12 субапертур в цен-
тральной части растра (рис. 6а); 3 – с виньетировани-
ем 32 субапертур (рис. 6б). 

Выведение из реконструкции волнового фронта 
субапертур, расположенных в центре растра (рис. 6б), 
ведёт к перераспределению вкладов наклонов и де-
фокусировки в разложении волновой функции. Вклад 
дефокусировки значительно уменьшается. Весовые 
коэффициенты полиномов Цернике первого порядка 
(наклоны) меняются в зависимости от числа субапертур, 
не включенных в реконструкцию волнового фронта.  

В случае модели растра с виньетированием его цен-
тральной части показано, что с целью восстановления 
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информации о световом поле в центре реконструиро-
ванного фазового распределения следует увеличить 
вклад дефокусировки в разложение волновой функции 
(рис. 6б). Это предполагает перераспределение вкла-
дов остальных модовых аберраций, и в первую оче-
редь наклонов, учитывая, что их вклад в разложение 
волновой функции наибольший [12]. Такое перерас-
пределение вкладов наклонов и дефокусировки следу-
ет выполнять с учетом прогнозирующих алгоритмов 
управления коррекцией турбулентных искажений оп-
тического изучения [26]. Учитывая существенное сов-
падение коэффициентов в зависимости от размерности 
базиса для наклонов и дефокусировки (рис. 5б), чтобы 
не привлекать в процедуру перераспределения весовых 
коэффициентов модовые аберрации высокого порядка, 
реконструкцию волнового фронта следует выполнять 
по 14 полиномам Цернике (рис. 8б). 

а)  

б)  
Рис. 9. Весовые коэффициенты в разложении волновой 

функции по полиномам Цернике на основе делителей (ряды 
соответствуют рис. 3а, 6а и 6б) (а); представляет 

профили фазовых распределений: кривая 1 соответствует 
случайному фазовому экрану (рис. 1а); 2 – результату 

на основе делителя на рис. 3а; 3 – на рис. 6б; 4 – на рис. 3б 
с увеличением вклада наклонов и дефокусировки (б) 

Заключение 

Рассмотренные в статье аспекты цифровой обра-
ботки изображений в ДВФ Шэка – Гартмана касаются 
не только коррекции турбулентных искажений оптиче-
ского излучения адаптивной системой на приземных 
трассах [27 – 29], но имеют отношение и к управлению 
адаптивными зеркалами космических телескопов [30], 
а также фазовой аподизации в микроскопии [31].  

Поскольку [21] основной вклад в разложение вол-
новой функции по измерениям датчика составляют 
полиномы Цернике до 4 порядка включительно, 
наибольший – наклоны, затем дефокусировка, пока-
зано, что коэффициент при дефокусировке уменьша-
ется по модулю пропорционально числу субапертур 
центральной части растра, не включенных в рекон-
струкцию волнового фронта. Виньетирование еди-
ничной субапертуры в центральной части растра со-
провождается уменьшением модулей дефокусировки 
приблизительно на 0,0072 радиана и сферической 
аберрации – на 0,0186 радиан. Внесение поправки в 
коэффициенты дефокусировки и сферической абер-
рации при реконструкции волнового фронта в случае 

отсутствия информации о световом поле в централь-
ной части гартманограммы позволяет уменьшить 
остаточную ошибку на величину, которая варьирует-
ся в зависимости от турбулентных неоднородностей и 
от их интенсивности. 

Оценки по обработке изображений в датчике вол-
нового фронта Шэка–Гартмана получены разложени-
ем волнового фронта по полиномам Цернике, ортого-
нальным в круге единичного радиуса, и сравниваются 
с результатами, представленными в основополагаю-
щих работах по адаптивной оптике (В.П. Лукина и 
О.И. Шанина [17, 18], Роберта Нолла и Дэвида Фрида 
[20, 21]).  

Автор работ по оптической визуализации 
В.Н. Махаджан [32], используя полиномы Цернике, 
ортогональные в круге, в качестве базисных функций, 
получил ортонормированные полиномы для оптиче-
ских систем с круглыми и кольцевыми секторными 
зрачками с помощью процесса ортогонализации Гра-
ма–Шмидта. Эти полиномы представляют собой сба-
лансированные аберрации, дающие минимальную 
дисперсию классических аберраций вращательно-
симметричных систем, и могут использоваться для 
тестирования оптики [33]. 

Полученные оценки могут быть использованы при 
разработке оптико-электронных систем, предназна-
ченных для извлечения, обработки и отображения 
информации об оптическом излучении, а также си-
стем астрономического видения, включающих в себя 
коррекцию и стабилизацию изображения. 
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Reconstruction of wavefront distorted by atmospheric turbulence 
 using a Shack-Hartman sensor 
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Abstract  

The reconstruction of a wave front containing random phase distortions of the light field is 
considered. The reconstruction is performed by a Hartmann method based on the approximation of 
the wave function by Zernike polynomials using estimates of local slopes. The slope values de-
pend on the algorithms by which they are determined. The number of slopes is proportional to the 
number of focal spots recorded in the plane of the receiving device, which varies depending not 
only on the raster dimension, but also on the parameters of turbulence, design features of the re-
ceiving devices, as well as being restricted by the orthogonality of Zernike polynomials. Results of 
numerical experiments are given, which will be taken into account when creating adaptive optics 
systems for correcting strong turbulent distortions of the optical radiation. 
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