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Аннотация 

Теоретически показано, что распределение средней интенсивности в фокусе сфериче-
ской линзы Гауссова оптического вихря, рассеянного фазовым случайным экраном (диффу-
зором), имеет вид кольца с отличным от нуля значением на оптической оси. Радиус кольца 
средней интенсивности зависит как от топологического заряда оптического вихря, так и от 
рассеивающей силы диффузора. Поэтому по радиусу средней интенсивности нельзя одно-
значно судить о величине топологического заряда. Однако о величине топологического за-
ряда оптического вихря можно судить по числу сингулярных фазовых точек, которые мож-
но определить датчиком Шака – Гартмана. Показано также, что если использовать линейную 
комбинацию двух оптических вихрей, то распределение средней интенсивности будет 
иметь локальные максимумы, число которых равно разности топологических зарядов двух 
исходных вихрей. Число этих максимумов уже не будет зависеть от степени рассеяния 
диффузора и может служить индикатором для идентификации оптического вихря. Модели-
рование и эксперимент подтверждают теоретические выводы. 
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Введение 
Задача поиска оптических полей, устойчивых к ис-

кажениям при прохождении через рассеивающие сре-
ды, в том числе через турбулентную атмосферу, явля-
ется актуальной задачей. Решение такой задачи требу-
ется для систем беспроводной оптической связи [1 – 3]. 
Обычно при решении такой задачи отталкиваются от 
моделей случайных источников (моделей Шелла), ко-
торые описываются корреляционной функцией ампли-
туды (кросс-спектральная плотность [4]). Наиболее 
распространены следующие модели Шелла: Гауссовая 
[5], Бесселя–Гаусса [6] и Лагерра–Гаусса [7]. Но в этих 
моделях нет фазы оптических вихрей. В работе [8] по-
пытались учесть вихревую фазу, разместив спираль-
ную фазовую пластинку (СФП) после случайного ис-
точника. В работе [9] численно исследуется распро-
странение вихревых пучков Лагерра–Гаусса различ-
ных порядков через случайную фазовую искажающую 
среду с Гауссовой корреляционной функцией. Анало-
гично в работе [10] моделируется численно и исследу-
ется экспериментально распространение пучков Ла-
герра–Гаусса с нулевым радиальным индексом через 
аэрозольную среду (также с Гауссовой корреляцион-
ной функцией). В работе [11] численно и эксперимен-
тально исследуется уже многопорядковый дифракци-

онный оптический элемент для одновременного опре-
деления отдельных вихрей в пучках Лагерра–Гаусса, 
прошедших через водную суспензию микрочастиц. 
Есть работы, в которых получены аналитические вы-
ражения для средней интенсивности когерентного ла-
зерного пучка Бесселя произвольного порядка [12] 
(или линейной комбинации таких пучков [13]), кото-
рый прошел через слабую турбулентную атмосферу. 
Эти выражения показывают, что распределения сред-
ней интенсивности зависят от топологического заряда 
оптического вихря. При слабой турбулентности (сла-
бом диффузоре) топологический заряд можно опреде-
лять по радиусу светового кольца. Но при сильном 
рассеянии (когда дисперсия фазы случайного диффу-
зора сравнима с длиной волны и больше ее) радиус 
светового кольца оптического вихря точно определить 
нельзя. Можно определять топологический заряд с по-
мощью датчика Шака – Гартмана, так как (это показано 
ниже) при рассеянии оптического вихря c топологиче-
ским зарядом n на случайном фазовом диффузоре изо-
лированный ноль интенсивности расщепляется на n 
нулей интенсивности с топологическим зарядом 1. При 
увеличении степени рассеяния эти изолированные n 
нулей интенсивности сохраняются вблизи оптической 
оси, но расстояние между ними увеличивается. Но для 
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этого нужен дополнительный оптический элемент – 
датчик Шака – Гартмана. 

В данной работе мы предлагаем определять отно-
сительный топологический заряд линейной комбина-
ции двух оптических вихрей по простому подсчёту 
числа локальных максимумов в распределении ин-
тенсивности светового поля, рассеянного на случай-
ном фазовом экране.  

1. Средняя интенсивность оптического вихря, 
рассеянного диффузором 

Рассмотрим в качестве когерентного светового 
поля прошедший через фазовый диффузор Гауссов 
пучок с внедрённым в его центр оптическим вихрем 
первого порядка. Комплексная амплитуда такого по-
ля имеет вид: 
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где w – радиус перетяжки Гауссова пучка, (x, y) – 
случайная фаза диффузора. 

Тогда корреляционная функция амплитуды в 
начальной плоскости поля (1) имеет вид: 
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В (2) мы использовали аппроксимацию корреля-
ционной функции фазового диффузора в виде Гаус-
совой экспоненты: 
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где  – радиус корреляции однородного фазового 
диффузора, угловые скобки в (3) означают усредне-
ние по ансамблю статистически подобных фазовых 
диффузоров.  

Корреляционная функция амплитуды случайного 
светового поля в дальней зоне или в фокусе сфериче-
ской линзы находится с помощью преобразования 
Фурье: 
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где k – волновое число монохроматического света, f – 
фокусное расстояние линзы. Подставляя (2) в (4), по-
лучим явное выражение для средней интенсивности 

( , ) ( ', ')I x y W x x y y    случайного светового поля 
с сингулярной фазой в фокусе линзы: 

2 22 2

2 2

1 1 1
( ) exp

2 2 8 8

kw r r
I r

fL L w w

                 
         

, (5) 

где 

2 2

2
2

2

2 2
,

1 .
2

f w
w

kw

w
L

  
    

 


 

Из (5) видно, что наличие оптического вихря в 
освещающем диффузор поле приводит к формирова-
нию кольцевого распределения средней интенсивно-
сти. Причём радиус кольца средней интенсивности 
зависит как от радиуса перетяжки Гауссова пучка, так 
и от радиуса корреляции фазового диффузора (чем 
больше радиус корреляции диффузора, тем слабее 
рассеивает свет диффузор). 

Сингулярность высшего порядка не вносит асим-
метрию в распределение средней интенсивности. В 
[12] получено выражение для средней интенсивности 
пучка Бесселя–Гаусса, прошедшего через слабую 
турбулентность. Выражение получено с помощью 
расширенного принципа Гюйгенса – Френеля. Но, к 
сожалению, в этом выражении (уравнение (23) в [12]) 
есть ошибка, и из него следует, что средняя интен-
сивность не обладает круговой симметрией. Мы про-
делали аналогичный путь и получили выражение для 
средней интенсивности Гауссова пучка, прошедшего 
СФП и случайный фазовый диффузор. Для этого вос-
пользуемся формулами (1) – (4), но вместо (1) исполь-
зуем комплексную амплитуду вида: 
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где n – топологический заряд оптического вихря, ко-
торый формируется после СФП. Для исходного поля 
(6) нельзя с помощью (4) вычислить все 4 интеграла, 
а можно вычислить только два интеграла из четырёх. 
Поэтому для поля (6) в фокусе сферической линзы с 
фокусным расстоянием f средняя интенсивность, со-
гласно (4), будет иметь вид: 
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где Iv(x) – модифицированные функции Бесселя,  
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Из (7), (8) видно, что средняя интенсивность явно 
не зависит от полярного угла , и поэтому обладает 
радиальной симметрией. Причём на оптической оси 
при  = 0 интеграл по  в (7) равен 2 и остаётся 
только интеграл по r. Поэтому на оптической оси 
средняя интенсивность отлична от нуля. 

На основе (7) можно определять топологический 
заряд n оптического вихря по измерению эффектив-
ного радиуса (расстояние от максимума средней ин-
тенсивности до центра), так как этот радиус увеличи-
вается с ростом номера n. Но эти измерения будут с 
ошибкой, так как будут зависеть от качества усредне-
ния интенсивности. А качество усреднения, в свою 
очередь, будет зависеть от параметров турбулентно-
сти. Согласно [12] радиус корреляции  однородного 
фазового диффузора из (3) можно связать с парамет-
ром турбулентности: 

2 2 2 3

0

/ 3 d ( )k z y y F y


    , (9) 

где F(y) – спектр мощности флуктуаций показателя 
преломления турбулентной атмосферы, z – прошед-
шее пучком расстояние в турбулентной среде. 

Рассмотрим далее вихревые пучки, у которых 
средняя интенсивность не обладает круговой симмет-
рией, а имеет локальные максимумы, которые связа-
ны с топологическими зарядами угловых гармоник, 
входящих в линейную комбинацию, образующую 
вихревой пучок. Вместо (6), рассмотрим начальный 
когерентный пучок с комплексной амплитудой: 
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где  – амплитуда второй угловой гармоники, n и m – 
целые топологические заряды. Действуя аналогично 
(7), получим для поля (10) среднюю интенсивность в 
фокусе сферической линзы в виде: 
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Из (12) следует, что nnI  и mmI  совпадают с (7), 

mn nmI I . Из (11) видно, что средняя интенсивность 

зависит от полярного угла  и имеет |m – n| локальных 
максимумов. Число этих максимумов не зависит от 
других параметров задачи, и в том числе от радиуса 
корреляции диффузора . 

2. Результаты моделирования 

2.1. Моделирование Гауссова оптического вихря 

Вначале рассмотрим распространение Гауссовых 
оптических вихрей, прошедших диффузор со случай-
ной фазой (6). На рис. 1 показаны распределения ин-
тенсивности пучков (6) после распространения в сво-
бодном пространстве. Параметры расчёта следую-
щие: длина волны  = 1,55 мкм (при такой длине вол-
ны свет в летних условиях на средних широтах про-
пускается примерно 70 %, и в то же время эта длина 
волны широко используется в оптических волокнах), 
радиус перетяжки Гауссова пучка w = 1 мм, расстоя-
ние распространения z = 1 м, топологический заряд 
n = 3, радиус корреляции диффузора  = 50 мкм. Фаза 
на диффузоре варьировалась от – / 6 до  / 6 (рис. 1а), 
от – / 2 до  / 2 (рис. 1б), от –17 / 18 до 17 / 18 
(рис. 1в). Расчётная область на всех рисунках –
R ≤ x, y ≤ R, где R = 5 мм. 

Из рис. 1в видно, что определение топологическо-
го заряда по радиусу кольца затруднительно, так как 
само кольцо сильно разрушается при больших шумах. 
Однако даже при больших шумах анализ распределения 
фазы, например, с помощью датчика Шака – Гартмана, 
позволяет определить порядок вихря (топологиче-
ский заряд n), который распадается на n вихрей пер-
вого порядка (на всех рис. 1г-е в центре картины вид-
но три сингулярных точки). 

Кроме распределения интенсивности, было про-
моделировано измерение орбитального углового мо-
мента (ОУМ) с помощью двух цилиндрических линз 
[14]. Предполагалось, что фокусное расстояние линз 
равно f = 500 мм. Для пучков на рис. 1 ОУМ (теорети-
чески равен 3) составил соответственно 2,60, 2,58 и 
1,24 (ошибка 13 %, 14 % и 59 % соответственно). То 
есть при вариациях случайной фазы диффузора, при-
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мерно равных 2, ОУМ оптического вихря суще-
ственно уменьшается. 

На рис. 2 также показаны распределения интен-
сивности пучков (6) после распространения в свобод-
ном пространстве (z = 1 м), но для разных топологи-
ческих зарядов. Параметры расчёта те же, что и на 
рис. 1, но длина волны равна  = 532 нм, размер рас-
чётной области R = 4 мм, а топологический заряд ра-
вен n = 3 (рис. 2а), n = 5 (рис. 2б) и n = 7 (рис. 2в). Слу-

чайная фаза на диффузоре варьировалась от – / 2 до 
 / 2. Видно, что с ростом топологического заряда 
увеличивается радиус светлого кольца. 

На рис. 2 видно, что при вариации фазы случайного 
диффузора меньше  в центре распределения фазы для 
всех оптических вихрей сохранилось число точек фазо-
вой сингулярности (вернее, число спиральных ветвей): 3 
(рис. 2г), 5 (рис. 2д), 7 (рис. 2е), которые можно подсчи-
тать с помощью датчика Шака – Гартмана.  

а)    б)    в)  

г)    д)    е)  
Рис. 1. Распределения интенсивности (негатив) (а – в) и фазы (чёрный цвет – 0, белый цвет – 2) (г – е) 

Гауссова оптического вихря, прошедшего диффузор со случайной фазой, после распространения в пространстве 
при разной величине случайной фазы диффузора: от – / 6 до  / 6 (а), от – / 2 до  / 2 (б) от –17 / 18 до 17 / 18 (в) 

а)    б)    в)  

г)    д)    е)  
Рис. 2. Распределения интенсивности (а – в) (негатив) и фазы (чёрный цвет – 0, белый цвет – 2) (г – е) 

Гауссова оптического вихря, прошедшего диффузор со случайной фазой, после распространения в пространстве (z = 1 м) 
 при разных топологических зарядах n: 3(а), 5(б), 7(в) 

При измерении ОУМ световых полей на рис. 2 с 
помощью двух цилиндрических линз ОУМ оказался 

равен соответственно 2,97, 4,24 и 6,59 (максимальная 
ошибка 15 %). То есть при вариации случайной фазы 
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диффузора меньше  ОУМ оптических вихрей 
уменьшается меньше, чем на 15 %. 

2.2. Моделирование суперпозиции  
двух Гауссовых оптических вихрей 

Из рис. 2 видно, что определение топологического 
заряда по радиусу светового кольца затруднительно в 
силу искажения самого кольца. Поэтому далее рас-
смотрим световое поле без радиальной симметрии. В 
качестве такого поля рассмотрим суперпозицию двух 
Гауссовых пучков (10) с  = 1, прошедших через СФП 

с разным топологическим зарядом. Вместо кольца, 
распределение интенсивности должно состоять из |n –
 m| пятен. На рис. 3 показано распределение интен-
сивности суперпозиции двух Гауссовых вихрей с то-
пологическими зарядами n = 2 и m = 5. Параметры 
расчёта те же, что и на рис. 2. 

На рис. 4 приведены фаза с рис. 3б, но после про-
хождения через диффузор, а также распределение ин-
тенсивности после распространения в свободном про-
странстве. Параметры расчёта те же, что и на рис. 2. 

а)    б)    в)  
Рис. 3. Распределение интенсивности (негатив) (а) и фазы (чёрный цвет – 0, белый цвет – 2) (б) в начальной плоскости (z = 0), 

 а также распределение интенсивности (негатив) после распространения в свободном пространстве (z = 1 м) (в) 

а)    б)  
Рис. 4. Распределение фазы в начальной плоскости (чёрный цвет – 0, белый цвет – 2) (а) 

 и распределение интенсивности (негатив) после распространения в свободном пространстве (z = 1 м) (б) 

Несмотря на искажение картины интенсивности 
диффузором, на ней отчётливо видны три тёмных 
пятна. ОУМ, измеренный с помощью двух линз, ока-
зался равен 3,12 (теоретическое значение – 3,5). 

3. Эксперимент 

На рис. 5 показана оптическая схема, использован-
ная в эксперименте. Линейно-поляризованное выход-
ное излучение твердотельного лазера подвергалось 
пространственной фильтрации и коллимировалось с 
помощью системы, состоящей из пинхолла PH (диа-
метр отверстия 40 мкм) и сферической линзы L1 
(f1 = 250 мм). Далее расширенный лазерный пучок 
направлялся на дисплей пространственного модулято-
ра света SLM (HOLOEYE PLUTO VIS, 1920 × 1080 
пикселей, размер пикселя 8 мкм), который был исполь-
зован для реализации фазовой маски, формирующей 
заданный вихревой пучок. Комбинация линз L2 
(f2 = 500 мм), L3 (f3

 = 150 мм) и диафрагмы D образовы-
вала 4f-систему и была использована для простран-
ственной фильтрации лазерного пучка, промоду-
лированного по фазе после модулятора. Таким обра-
зом, в задней фокальной плоскости линзы L3 было 

сформировано световое поле, комплексно-
сопряжённое полю в плоскости дисплея модулятора. 
На расстоянии 1 м от задней фокальной плоскости 
линзы L3 располагалась видеокамера ToupCam 
UCMOS08000KPB (разрешение – 3264 × 2448 пиксе-
лей, размер пикселя – 1,67 мкм), фиксирующая сфор-
мированные распределения интенсивности. Диаметр 
освещающего Гауссова пучка был равен примерно 
2 мм. На рис. 6 показаны распределения интенсивно-
сти, полученные в случае формирования различных 
вихревых пучков в отсутствие и при наличии фазовых 
неоднородностей. 

На рис. 6а, в показаны измеренные распределения 
интенсивности при дифракции Гауссова пучка с ради-
усом перетяжки 1 мм и длиной волны 532 нм на спи-
ральной фазовой пластинке с топологическим зарядом 
5 (6а), к фазе которой добавлен аддитивный шум с 
дисперсией фазы, равной π (6в). Видно, что на рассто-
янии 1 м от модулятора получилось ожидаемое коль-
цевое распределение интенсивности, которое не силь-
но исказилось при шуме фазы модулятора с макси-
мальной задержкой в половину длины волны. На 
рис. 6б, г показаны трёхлепестковые распределения 
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интенсивности, сформированные также на расстоянии 
1 м от модулятора, когда фаза модулятора описывается 
выражением: 

    
( , )

arg exp 5 exp( 2 ) exp ( , ) ,

F x y

i i i x y



      
 (13) 

где ψ(x, y) – случайная функция с дисперсией, равной 
. На рис. 6б фаза модулятора была без шума, а на 
рис. 6г – с шумом. В обоих случаях отчётливо видна 
трёхлепестковая структура оптического вихря, но из-
за искажений светового поля, которые вносит моду-
лятор, не видно искажений интенсивности из-за шума 
фазы. Искажения, вносимые модулятором, связаны с 
тем, что при кодировании не учитывалась амплитуда 
суперпозиции двух оптических вихрей, а учитывалась 
только их фаза. 

Из эксперимента на рис. 6 можно заключить, что 
фазовые искажения оптических вихрей, дисперсия 
которых не превышает половины длины волны, не

 приводят к существенным искажениям распределе-
ния интенсивности, по которым можно определить 
топологический заряд исходного (до искажения) оп-
тического вихря. 

 
Рис. 5. Экспериментальная схема: Laser – твердотельный 
лазер, формирующий линейно-поляризованный Гауссов 
пучок (λ = 532 нм), PH – пинхолл (размер отверстия – 
40 мкм), L1, L2, L3 – сферические линзы (f1 = 250 мм, 
f2 = 500 мм, f3 = 150 мм), SLM – пространственный 
модулятор света (HOLOEYE PLUTO VIS), BS – 

светоделительный кубик, D – диафрагма, M – зеркало, 
Cam – видеокамера ToupCam UCMOS08000KPB 

а)  б) в)  г)  
Рис. 6. Распределения интенсивности (негативы), полученные на расстоянии 1 м для различных вихревых пучков 

в отсутствие (а, б) и при наличии (в, г) фазовых неоднородностей: вихревой пучок с топологическим зарядом 5 (а, в); 
суперпозиция вихревых пучков с топологическими зарядами 2 и 5 (б, г). Размер изображений – 4×4 мм 

а)    б)  
Рис. 7. Фаза составной спиральной пластинки (а) 

(внутренний круг – фаза с топологическим зарядом +1, 
а кольцо – фаза с топологическим зарядом –2) 
и распределение интенсивности (негатив)  
на расстоянии 1 м от модулятора (б) 

Чтобы не применять процедуру кодирования фазы 
(рис. 4а), можно по-другому сформировать вихревой 
пучок с тремя локальными максимумами интенсив-
ности с помощью составного фазового элемента. На 
рис. 7 показана фаза составной спиральной пластин-
ки, формирующая оптический вихрь с тремя лепест-
ками интенсивности (рис. 7б). Если к фазе (рис. 7а) 
аддитивно добавить случайный шум с разной диспер-
сией, то на расстоянии 1 м от модулятора сформиру-
ется интенсивность, у которой три лепестка сохраня-
ются вплоть до фазового шума, равного 3/2 (рис. 8). 

Заключение 

В работе с помощью преобразования Френеля и 
при выборе корреляционной функции фазового слу-

чайного экрана (диффузора) в виде Гауссовой экспо-
ненты получено распределение средней интенсивно-
сти в фокусе сферической линзы для Гауссова пучка, 
прошедшего спиральную фазовую пластинку с целым 
топологическим зарядом и диффузор. Средняя интен-
сивность получена в виде двойного интеграла по ра-
диальной и полярной переменным. Из полученного 
выражения следует, что средняя интенсивность имеет 
радиальную симметрию (не зависит от полярного уг-
ла) и имеет вид кольца с отличным от нуля значением 
на оптической оси. Радиус кольца средней интенсив-
ности зависит как от топологического заряда оптиче-
ского вихря, так и от рассеивающей силы диффузора. 
Получено в виде суммы четырёх двойных интегралов 
выражение для средней интенсивности в фокусе лин-
зы для линейной комбинации двух оптических вих-
рей, рассеянных диффузором с Гауссовой корреляци-
онной функцией. В этом случае распределение сред-
ней интенсивности имеет локальные максимумы, 
число которых равно разности топологических заря-
дов двух исходных вихрей. Число этих максимумов 
не зависит от степени рассеяния диффузора и может 
служить индикатором для идентификации оптическо-
го вихря. С помощью составной спиральной фазовой 
пластинки, формирующей оптический вихрь с тремя 
лепестками интенсивности, экспериментально пока-
зано, что этот оптический вихрь можно определить 
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при рассеянии его фазовым диффузором с дисперси-
ей фазы меньше 3/2. 

а)   б)   в)  
Рис. 8. Распределения интенсивности (негативы), измеренные 

на расстоянии 1 м от модулятора с фазой (рис. 7а) 
при наличии фазовых неоднородностей с дисперсией: π / 2 (а), 

π (б), 3π / 2 (в). Размер изображений – 4×4 мм 
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Abstract 

Here, we theoretically demonstrate that if a Gaussian optical vortex is distorted by a random 
phase screen (diffuser) then the average intensity distribution in the focus of a spherical lens has a 
form of a ring with a nonzero value on the optical axis. The radius of the average-intensity ring 
depends on both the topological charge of an optical vortex and on the diffusing power of the dif-
fuser. Therefore, the value of the topological charge cannot be unambiguously determined from 
the radius of the average intensity ring. However, the value of the topological charge of the optical 
vortex can be obtained from the number of points of phase singularity that can be determined us-
ing a Shack-Hartmann wavefront sensor. It is also shown that if we use a linear combination of 
two optical vortices, then the average intensity distribution has local maxima, the number of which 
is equal to the difference of the topological charges of the two original vortices. The number of 
these maxima no longer depends on the scattering force of the diffuser and can serve as an indica-
tor for optical vortex identification. Modeling and experiments confirm the theoretical conclu-
sions. 
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