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Аннотация 

С помощью компьютерного моделирования оцениваются границы применимости при-
ближения прямых лучей для расчёта оптических характеристик жидкокристаллических ди-
фракционных решёток с плавной пространственной модуляцией ориентации локальной оп-
тической оси в жидкокристаллическом слое. Представленные данные, касающиеся влияния 
скорости и характера модуляции локальной оптической оси, а также величины коэффици-
ента двулучепреломления среды на точность результатов, получаемых в указанном при-
ближении, являются полезными и при рассмотрении слоёв с непериодическим характером 
вариации локальной оптической оси. 
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Введение 

Появление доступных фотоуправляемых материа-
лов для ориентации жидких кристаллов (ЖК) [1 – 21] и 
фотоуправляемых жидкокристаллических материалов 
[22 – 25], позволяющих относительно просто создавать 
условия для формирования разнообразных латерально 
периодических структур в жидкокристаллических сло-
ях и управлять ими, открыло возможность создания 
новых типов поляризационно-дифракционных (ПД) 
устройств [1 – 25], в частности ПД-решёток, перена-
страиваемых или переключаемых с помощью светово-
го воздействия и/или внешнего низкочастотного элек-
трического поля [2 – 5, 7, 8, 10, 12, 14 – 17, 21, 24, 25]. В 
литературе можно найти многочисленные упоминания 
о создании на основе ПД-решёток на жидких кристал-
лах высококонтрастных электроуправляемых спек-
тральных фильтров [8, 12], поляриметров [13], делите-
лей пучка, дефлекторов [5] и использовании таких ре-
шёток в устройствах отображения и защиты информа-
ции [7, 26]. Несмотря на достигнутые успехи, благода-
ря огромному разнообразию возможностей, предо-
ставляемых современными материалами и технологи-
ями, поиск новых типов и конструкций ПД-устройств 
на ЖК в настоящее время только расширяется. 

Анализ оптических свойств ЖК-решёток с отно-
сительно большим периодом латеральной модуляции 
ориентации локальной оптической оси в условиях, 
когда отражение в объёме слоя ЖК является прене-

брежимо малым, часто осуществляется с помощью 
подхода, опирающегося на приближение прямых лу-
чей (direct ray approximation, DRA) [3 – 10, 12, 13, 15 –
 20, 27 – 30]. В этом приближении слой ЖК считается 
достаточно тонким, а латеральные вариации матери-
альных параметров достаточно медленными, чтобы 
можно было приближённо считать, что при нормаль-
ном падении на слой плоской волны локальные ха-
рактеристики проходящего через слой волнового по-
ля в произвольной точке слоя A полностью опреде-
ляются свойствами этого поля в точке A0, являющей-
ся проекцией точки A на плоскость границы слоя, от 
которой это поле распространяется, и материальными 
свойствами среды на отрезке A0A. В этом приближе-
нии рассчитывается распределение напряжённости 
электрического поля в плоскости, расположенной 
непосредственно за задней границей модулирующего 
слоя (или тонкослойной системы, содержащей этот 
слой), по которому стандартными методами Фурье-
оптики вычисляются характеристики прошедшего 
поля в точках, расположенных вдали от модулирую-
щего слоя. Этот подход, который мы будем условно 
называть здесь DRA-методом, очень удобен при ре-
шении оптимизационных задач и во многих интерес-
ных случаях позволяет получать аналитические вы-
ражения для характеристик поля дифракции через 
параметры падающей волны и модулирующего слоя. 

Поскольку DRA опирается на лучевую картину 
распространения света в модулирующем слое, а это 
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представление становится неадекватным при при-
ближении периода решётки к величинам порядка 
длины волны падающего света, с уменьшением лате-
рального периода структуры модулирующего слоя 
точность DRA-метода ухудшается. Для компьютер-
ного моделирования свойств ЖК-решёток с периодом 
порядка длины волны используются строгие методы, 
основанные на численном решении уравнений Макс-
велла для периодических структур [27, 31 – 42], такие 
как модальный метод решёток [27, 31 – 37]. Строгие 
методы требуют гораздо больших вычислительных 
затрат, чем DRA-метод, и объём этих затрат быстро 
возрастает с увеличением периода решётки. Посколь-
ку использование DRA сильно упрощает и анализ 
свойств ЖК-решёток, и решение оптимизационных 
задач для них, знание границ применимости этого 
приближения и порядка погрешности DRА-метода в 
конкретных ситуациях очень важно. Погрешность 
сильно зависит не только от периода решётки, но и от 
характера и степени модуляции ориентации локаль-
ной оптической оси, толщины ЖК-слоя и показателя 
двулучепреломления ЖК-материала. Выяснение гра-
ниц применимости DRA-метода при рассмотрении 
различных типов ЖК-решёток и явилось основной 
целью исследования, результаты которого представ-
ляются в настоящей работе. 

Оценки погрешности DRA-метода производились 
нами посредством сравнения результатов, получен-
ных с его помощью, с результатами, полученными с 
помощью модального метода решёток. Описание ис-
пользуемых вариантов модального метода решёток и 
DRA-метода дано в параграфе 2. В параграфе 3 на 
конкретных примерах мы показываем, как влияет на 
точность DRA-метода характер модуляции локальной 
оптической оси, и для разных случаев очерчиваем об-
ласть параметров модулирующего слоя, подходящую 
для применения DRA-метода. Для того, чтобы дать 
более полное представление о влиянии характера не-
однородности слоя на точность DRA-метода, мы при-
водим оценки и для некоторых типов периодических 
структур, в принципе реализуемых, но в настоящее 
время не используемых в практических устройствах. 
Полученные оценки предельных скоростей вариации 
локальной оптической оси, допускающих примене-
ние DRA, могут быть полезны и при рассмотрении 
ЖК-слоёв с произвольным характером латеральной 
неоднородности. Знание пределов применимости 
DRA-методов для таких слоёв тоже нередко бывает 
необходимым (см. напр. [43, 44]). Заметим, что точ-
ное решение оптической задачи для таких слоёв часто 
получить не удаётся, поэтому осуществить прямую 
оценку точности DRA-методов, как в случае перио-
дических сред, не представляется возможным. 

1. Рассматриваемые типы ЖК-решёток 

В настоящей работе мы будем рассматривать 
ЖК-решётки трёх типов, отличающиеся характером 

латеральной модуляции ориентации локальной оп-
тической оси (ЛОО): 1) решётки с латеральной мо-
дуляцией только азимутальной ориентации ЛОО, 
2) решётки с латеральной модуляцией только накло-
на ЛОО и 3) решётки с латеральной модуляцией как 
наклона, так и азимутальной ориентации ЛОО. 

Решётки первого типа мы будем называть 
AMOA-решётками (azimuthally-modulated-optic-axis 
gratings). Для AMOA-решёток с линейным измене-
нием угла азимутальной ориентации ЛОО (см. под-
параграф 3.1) – планарный вариант структуры такой 
решётки показан на рис. 1а (цилиндры показывают 
ориентацию ЛОО) – с помощью DRA был теорети-
чески предсказан ряд практически интересных 
свойств [3, 5, 7, 8, 10, 12, 13], таких как сильная за-
висимость дифракционной эффективности нулевого 
порядка от длины волны [3, 8, 12], циркулярная по-
ляризация дифрагированных волн порядков +2 и –2 
[3, 13] и сильная зависимость дифракционных эф-
фективностей порядков +2 и –2 от степени и знака 
циркулярной поляризации падающей волны [3]. Эти 
предсказания нашли своё подтверждение в экспери-
ментах, выполненных на слоях нематических жид-
ких кристаллов (ЖК), модуляция азимутальной ори-
ентации локальной оптической оси (ЖК директора) 
в которых задавалась с помощью фотоориентируе-
мых покрытий [2 – 13]. 

а)  

б)  
Рис. 1. Примеры латерально-периодических 
двулучепреломляющих слоёв: AMOA-решётка  

(max = 0; см. подпараграф 3.1) (а); SFLH-решётка (б).  
Толщина слоя – 5 мкм, период – 15 мкм 
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Решётки с латеральной вариацией только наклона 
ЛОО мы будем условно называть TMOA-решётками 
(tilt-modulated-optic-axis gratings). Такой тип модуля-
ции характерен, например, для ЖК-слоёв с так называ-
емыми доменами Вильямса (один из видов периодиче-
ских структур, возникающих в слоях нематических 
ЖК под действием электрического поля) [28, 45]. 

Разнообразные и многочисленные примеры струк-
тур с одновременной периодической латеральной мо-
дуляцией как азимутальной ориентации ЛОО, так и 
её наклона, – слои с таким характером модуляции мы 
будем называть CMOA-решётками (complexly-
modulated-optic-axis gratings) – можно найти среди 
структур, возникающих в слоях холестерических ЖК 
под действием внешнего электрического или магнит-
ного поля [25, 46 – 52]. В частности, к такого типа 
структурам относятся структуры типа «поверхност-
но-возмущенная лежащая спираль» (SFLH, surface-
frustrated lying-helix) [25, 52] (рис. 1б). 

2. Методы 

2.1. Общая постановка задачи 

Пусть на латерально-модулированный слой дву-
лучепреломляющей немагнитной ( = 1) среды, име-
ющий толщину d и ограниченный плоскостями z = z0 
и z = zd (zd

 – z0
 = d) декартовой системы координат 

(x, y, z), в нормальном направлении из полупростран-
ства z < z0 падает плоская монохроматическая волна с 
вектором электрической напряженности  

 inc 0inc( , ) ( ) exp iz t z t  E E , 

где  – круговая частота и t – время. Будем считать, 
что среды, с которыми граничит слой, являются од-
нородными и изотропными и имеют показатель пре-
ломления nsur. Волновой вектор решетки kg считаем 
направленным вдоль оси x. В этом случае тензор ди-
электрической проницаемости среды  не зависит от y 
и является периодической функцией от x: при любых 
заданных значениях x и z 

( , ) ( , )x z x z  ε ε ,  

где  – период решетки. Будем считать, что слой яв-
ляется локально-одноосным и его главные показатели 
преломления, n|| и n, не зависят от пространственных 
координат. Ориентацию ЛОО в слое будем характе-
ризовать единичным вектором-столбцом  

( , ) cos ( , ) cos ( , )

( , ) ( , ) sin ( , ) cos ( , )

( , ) sin ( , )

x

y

z

c x z x z x z

x z c x z x z x z

c x z x z

    
         
      

c ,  

где  – угол азимутальной ориентации ЛОО (угол 
между осью x и проекцией вектора c на плоскость 
(x, y)) и  – угол наклона ЛОО (угол, который ЛОО 
составляет с плоскостью (x, y)). Тензор диэлектриче-
ской проницаемости (x, z) выражается через c(x, z) 
следующим образом: 

T( , ) ( , ) ( , )x z x z x z    ε I c c ,  

     , 2n   , 2n   ,  

где I – единичная 33 матрица,  – символ кронеке-
ровского умножения матриц и T – символ транспони-
рования. В силу своей периодичности функция (x, z) 
может быть представлена в виде ряда:  

 0( , ) ( ) exp im
m

x z z mk px



 ε ε , (1) 

где k0 = 2nsur/ и p = |kg|/k0
 = 2/(k0). Согласно тео-

реме Блоха–Флоке, векторы напряженности электри-
ческого и магнитного полей как снаружи, так и внут-
ри рассматриваемого слоя можно также представить 
в виде рядов Фурье [32, 33]: 

 

 

0

0

( , , ) ( ) exp i ,

( , , ) ( ) exp i .

m
m

m
m

x z t z mk px t

x z t z mk px t








   

   





E E

H H

 (2) 

В соответствии с этим поле за слоем может рассмат-
риваться как суперпозиция плоских волн (разложение 
Рэлея): 

 out out 0( , , ) exp im zm
m

x z t k z mk px t



    E E , 

 out out 0( , , ) exp im zm
m

x z t k z mk px t



    H H ,  

2 2
0 1zmk k m p  . 

Плосковолновые компоненты прошедшего поля с 
действительным kzm являются распространяющимися, 
а компоненты с мнимым kzm – затухающими. Для рас-
пространяющихся волн представим Eout m в виде 

out 1 1 2 2m m m m mA A E e e , (3) 

где e1m и e2m – единичные действительные базисные 
векторы, такие что e1m и e2m образуют правую тройку 
векторов с волновой нормалью рассматриваемой 
волны lm (направление вектора l0 совпадает с направ-
лением волновой нормали падающей волны linc), и A1m 
и A2m – скалярные комплексные амплитуды соответ-
ствующих компонент волн. Для E0inc будем использо-
вать аналогичное представление 

E0inc
 = e1inc A1inc

 + e2inc A2inc , (4) 

и выберем базисные векторы e1inc и e2inc сонаправлен-
ными с осями x и y, как и векторы e10 и e20. Для ди-
фрагированных волн с m  0 удобно выбрать e1m па-
раллельным плоскости дифракции (p-поляризация), а 
e2m – перпендикулярным плоскости дифракции (s-по-
ляризация). Падающее поле и распространяющиеся 
плосковолновые компоненты прошедшего поля бу-
дем характеризовать векторами Стокса 
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где z – единичный вектор в положительном направ-
лении оси z и c – скорость света в вакууме. Первый 
элемент рассчитываемых таким образом векторов 
Стокса равен плотности потока энергии рассматрива-
емой волны через плоскость z = const. Дифракцион-
ные свойства слоя будем характеризовать набором 
матриц Мюллера Mm, связывающих векторы Стокса 
дифрагированных волн Sout m с вектором Стокса па-
дающей волны Sinc: 

out incm mS M S . 

Значения матриц Mm, полученные модальным мето-
дом решёток, обозначим Mgr m, а их значения, полу-
ченные с помощью DRA, MDRA m.  

Меру отклонения значения вектора Стокса дифра-
гированной волны порядка m, полученного с помо-
щью DRA-метода, от его точного значения можно 
охарактеризовать следующим параметром: 

out DRA E
DRA

inc E

m m
me




S S

S
, 

где SDRAm
 = MDRAmSinc и ||S||E – евклидова норма векто-

ра S. Воспользовавшись общим соотношением 
||AB||E  ||A||S||B||E, где A – матрица, B – вектор и ||A||S – 
спектральная норма матрицы A (||A||S = (max[A†A])1/2, 
где max[A†A] – наибольшее собственное значение 
матрицы A†A и † – символ эрмитова сопряжения), 
находим, что  

DRAm me   , 

где m
 = ||Mm

 – MDRAm||S. 
В отличие от eDRAm, параметр m не зависит от со-

стояния поляризации падающей волны, поэтому 
именно его мы использовали как меру погрешности 
DRА-метода. В качестве «точных» значений матриц 
Mm мы брали оценки, полученные модальным мето-
дом решёток (см. подпараграф 2.4). 

Во всех рассматриваемых нами примерах домини-
рующими являются дифракционные порядки с номе-
рами 0 и 2 (что характерно для ЖК-решёток), по-
этому в качестве основных параметров, характеризу-
ющих погрешность расчётов, мы использовали пара-

метры 0 и 0,2
 = max(0, 2). По величине параметра 

0 можно судить о применимости DRA для расчёта 
матрицы M0, по величине 0,2 – применимо ли DRА 
для оценки как матрицы M0, так и матрицы M2. 

2.2. DRA-метод 

Обозначим Tm матрицу Джонса, связывающую 
вектор Джонса дифрагированной волны порядка m 

1
out

2

m
m

m

A

A

 
  
 

J  

с вектором Джонса падающей волны 

1inc
inc

2inc

A

A

 
  
 

J  

(Joutm
 = TmJinc). В DRA-методе матрица Tm для парак-

сиальных мод рассчитывается по следующей при-
ближенной формуле: 

  DRA 1D 0
0

1
( )exp i dm m x mk px x



  
 T T T , 

где T1D(x) – матрица локального пропускания слоя 
[3, 53], вычисляемая как матрица Джонса пропуска-
ния слоя с тензором диэлектрической проницаемости 
(1Dx), зависящим только от z, 1Dx(z) = (x, z). Обычно 
матрица T1D рассчитывается с помощью классического 
метода фазовых матриц Джонса [3 – 10, 12, 13, 15 – 20, 
27 – 30]. Мы для этой цели использовали более точный 
метод, основанный на методе собственноволновых 
матриц Джонса [30] и приближении пренебрежимой 
малости объёмного отражения [54 – 56]. Матрица T1D 
вычислялась как произведение трёх матриц: 

1D int 2 bulk int1x x xT T T T , (5) 

где Tint1x и Tint2x – собственноволновые матрицы Джон-
са пропускания границ раздела z = z0 и z = zd, а Tbulkx – 
собственноволновая матрица Джонса, описывающая 
распространение света в толще слоя от плоскости 
z = z0 до плоскости z = zd в приближении пренебрежи-
мой малости объёмного отражения [54 – 56]. Матрицы 
Tint1x и Tint2x (5) рассчитывались по формулам работы 
[57]. Матрица Tbulkx вычислялась методом аппрокси-
мирующего многослойника [54].  

Искомая матрица Мюллера MDRAm выражается че-
рез матрицу TDRAm следующим образом: 

  1
DRA DRA DRAcosm m m m

   M L T T L ,  

где  

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

0 i i 0

 
  
 
   

L  
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и cos m
 = lmz = (1 – (m/(nsur))2)1/2 – косинус угла ди-

фракции для дифрагированной волны m-го порядка. 

2.3. Модальный метод решёток 

Подстановка (1) и (2) в материальные уравнения и 
уравнения Максвелла приводит к следующему обык-
новенному дифференциальному уравнению [32, 33]:  

0
d

i
d

k
z


Φ
DΦ


, (6) 

где  – вектор-столбец вида 
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 
 
 
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, 1
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H


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 
 
 
 
 
 

H





. 

Здесь Ex,m и Ey,m – компоненты вектора Em, а Hx,m и 
Hy,m – компоненты вектора Hm (см. (2)). Матрица D


 в 

случае нормального падения имеет вид 

11 12 13

21 22 23

41 42 43

 
 
 
 
 
 

D D D 0

D D D 0
D

0 0 0 U

D D D 0


, 

1
11 x zz zx

 D ζ ε ε , 1
12 x zz x

 D U ζ ε ζ , 
1

13 x zz zy
 D ζ ε ε , 1

21 xx xz zz zx
 D ε ε ε ε ,  

1
22 xz zz x

 D ε ε ζ , 1
23 xy xz zz zy

 D ε ε ε ε , 

1
41 yx yz zz zx

 D ε ε ε ε , 1
42 yz zz x

 D ε ε ζ , 

1
43 yy yz zz zy xx

  D ε ε ε ε ζ , 

где lqε  (l, q = x, y, z) – матрицы, составленные из ком-
понентов тензоров m:  

lq i jij lq      ε ε ; 

x и xx – диагональные матрицы с элементами 
[x]mm

 = mp и [xx]mm
 = m2p2, 0 – нулевая матрица и U – 

единичная матрица.  
Уравнение (6) лежит в основе используемого в 

настоящей работе варианта модального метода реше-

ток. В этом методе ограничиваются учетом конечного 
числа гармоник разложения E(x) и H(x) в ряды Фурье, 
полагая, что бесконечные ряды в (1) и (2) можно без 
существенной потери точности заменить отрезками 
рядов Фурье размерности mhrmn

 = 2maprx
 + 1, где maprx – 

номер высшей гармоники, которая учитывается в вы-
числениях. Индекс m у Ex,m, Ey,m, Hx,m и Hy,m тогда 
пробегает значения от –maprx до maprx, а матрица D


 

имеет размер 4mhrmn
  4mhrmn.  

Для вычисления оптических характеристик мо-
дулирующего слоя мы, как и в случае DRA-метода, 
использовали метод аппроксимирующего многослой-
ника. Применимо к решёткам лежащее в основе этого 
метода приближение часто именуется ступенчатым 
приближением (staircase approximation). В этом при-
ближении рассматриваемый неоднородный слой раз-
бивается на подслои настолько тонкие, чтобы внутри 
каждого из них  очень мало изменялось с z, и, в пре-
небрежении этими изменениями, в качестве расчёт-
ной модели слоя используется система из однород-
ных по z подслоёв.  

При модальном подходе поле внутри каждого из 
подслоёв рассматривается как суперпозиция соб-
ственных волн слоя. В соответствии с этим вектор  
представляется в виде: 

Φ ΨA , 

где  – матрица, столбцами которой являются нор-
мированные собственные векторы j (j = 1, 2, ... 4mhrmn) 
матрицы D


 (соответствующее вектору j собствен-

ное значение матрицы D


 обозначим j), и A – вектор, 
компоненты Aj которого являются скалярными ампли-
тудами соответствующих собственных волн. Вектор A 
рассматривается в качестве основной характеристики 
состояния поля. Операторы пространственной эволю-
ции вектора A рассчитываются через собственные век-
торы и собственные значения матрицы D


.  

Векторы состояния A внутри q-го подслоя, огра-
ниченного плоскостями z = zq и z = zq+1 (zq

 < zq+1), у его 
границ связаны соотношением 

1 bulk( 0) ( 0)q q qz z   A T A , 

где bulkqT  – диагональная матрица с элементами 

  bulk 0 1exp iq jq q qjj
k z z     T ,  

jq – значение j для q-го подслоя. Значения вектора 
A в соседних подслоях у границы между подслоями 
(пусть, например, это будет граница z = zq) связаны 
следующим образом: 

int( 0) ( 0)q q qz z  A T A , 

где  

1
int ( 0) ( 0)q q qz z  T Ψ Ψ . (7) 

Зная матрицы bulkqT  и int qT  для всех подслоёв, 
можно найти матричные операторы, связывающие 
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характеристики плосковолновых компонент прошед-
шего поля с характеристиками падающего поля. Мы 
для этой цели использовали алгоритм добавления 
[30], поскольку он отличается высокой численной 
стабильностью (хотя и не является самым быстрым 
среди подобных алгоритмов; см. табл. 1 в работе [34], 
где этот алгоритм называется W t s s S     
вариантом алгоритма S-матриц). В этом алгоритме 
собственноволновый базис задаётся таким образом, 
чтобы вектор состояния A имел следующий вид: 





 
 
 
 

a
A

a
, (8) 

где a и a – векторы, содержащие скалярные ампли-
туды собственных волн, распространяющихся вперед 
(от полупространства, из которого падает свет), и 
собственных волн, распространяющихся назад (в сто-
рону полупространства, из которого падает свет) со-
ответственно. Векторы a и a состоят из 2mhrmn эле-
ментов. Матрицы int qT  (7) представляются в блочном 
виде 

11 12
int

21 22

q q
q

q q

 
 
 
 

T T
T

T T

 


  . 

Через блоки ijqT  рассчитываются операторы пропус-
кания и отражения для данной границы раздела: 

1
B 22q q

T T  ,  1
F 22 21q q q

 R T T   , 

1
B 12 22q q q

R T T   , 1
F 11 12 22 21q q q q q

 T T T T T     . 

Операторы FqT  и FqR  являются операторами про-
пускания и отражения для волновых полей, распро-
страняющихся вперед, а BqT  и BqR  – операторами 
пропускания и отражения для волновых полей, рас-
пространяющихся назад. Для всей рассматриваемой 
системы, включающей в себя L подслоёв, такие опера-
торы пропускания и отражения вычисляются с помо-
щью рекуррентных соотношений. Пусть для подси-
стемы, включающей в себя j – 1 границ раздела и j – 1 
толщ подслоёв известны операторы F( 1)jT , F( 1)jR , 

B( 1)jT  и B( 1)jR  и известны операторы для j-й грани-
цы раздела между этой подсистемой и следующим 
подслоем (с номером j) FjT , FjR , BjT  и BjR . Тогда 
операторы, описывающие подсистему, включающую 
в себя j – 1 толщ подслоёв и j границ раздела, рассчи-
тываются следующим образом: 

  1
F( )int F B( 1) F F( 1)j j j j j


  T T U R R T     ,  (9) 

 
F( )int F( 1)

1

B( 1) F B( 1) F F( 1) ,

j j

j j j j j




  

 

 

R R

T R U R R T

 

    
 (10) 

  1
B( )int B( 1) F B( 1) Bj j j j j


  T T U R R T     , (11) 

 
B( )int B

1

F B( 1) F B( 1) B .

j j

j j j j j


 

 

 

R R

T R U R R T

 

    
 (12) 

Если j-я граница раздела не является последней 
(j  N), то учитывается набег фаз при распростране-
нии собственных волн через толщу j-го слоя: 

F( ) F F( )intj j jT C T  , B( ) B( )int Bj j jT T C  , (13) 

B( ) F B( )int Bj j j jR C R C  , F( ) F( )intj jR R  , (14) 

где CFj и CBj – диагональные матрицы с элементами 
[CFj]ii

 = exp (ik0ijdj) и [CBj]ii
 = exp (–ik0ijdj), dj – толщи-

на j-го подслоя. Полубесконечной среде, занимающей 
полупространство z < z0, приписывается номер j = 0 и 
набор операторов F(0) T U , B(0) T U , F(0) R 0 , 

B(0) R 0 , а затем по рекуррентным формулам (9–14) 
вычисляются операторы F( )intNT , F( )intNR , B( )intNT  и 

B( )intNR . Матрица F( )intNT  разбивается на 22 матрич-
ные блоки 

F , F( )int ,m n N m n
   T T , 

где индексы m и n принимают значения от –maprx до 
maprx. Если векторы j для окружающих сред выбраны 
так, чтобы входящие в вектор A собственные ампли-
туды были эквивалентны собственным амплитудам, 
используемым в представлениях (3) и (4), то матрица 
TFm,0 по сути представляет собой матрицу Джонса Tm, 
связывающую вектор Джонса падающего поля Jinc с 
вектором Джонса m-й плосковолновой компоненты 
прошедшего поля Joutm. Тогда искомые матрицы 
Мюллера Mgrm могут быть вычислены через матрицы 
TFm,0 по формуле 

  1
gr F ,0 F ,0cosm m m m

   M L T T L . 

Классификация собственных мод подслоев на 
распространяющиеся вперед и назад при задании 
собственноволновых базисов для представления век-
тора A в виде (8) осуществлялась нами с использова-
нием одного из двух следующих критериев в зависи-
мости от того, равняется нулю мнимая часть констан-
ты распространения моды  (собственного значения 
матрицы D


) или нет. При Im ()  0 волны с Im () > 0 

считались распространяющимися вперед, а волны с 
Im () < 0 – распространяющимися назад. При 
Im () = 0 направление распространения собственной 
волны определялось по знаку величины 

   †
02 Re ( ) ( )zs x x


  z E H ψ I ψ , 

где ... обозначает усреднение по периоду:  

/2

/2

1
( ) ( )df x f x x







  . 
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Поскольку sz всегда совпадает по знаку с усред-
нённой по времени и по периоду решётки z-
компонентой вектора Пойнтинга рассматриваемой 
собственной волны, волны с sz > 0 считались распро-
страняющимися вперёд, а волны с sz < 0 – распростра-
няющимися назад. Заметим, что в литературе часто 
используются и другие критерии определения 
направления распространения собственных волн, ос-
нованные только на анализе собственных значений. 
Например, в работе [34] распространяющимися впе-
рёд считаются собственные волны, для которых 
Im () + Re () > 0, а распространяющимся назад – 
волны, для которых Im () + Re () < 0. Использование 
этого критерия может привести к физически некор-
ректным результатам вблизи так называемых ано-
мальных сингулярностей [30], когда собственная 
волна может иметь, например, Im () = 0 и Re () > 0, 
но sz < 0. 

Программа для расчётов была написана на языке 
Fortran 90. Для вычислений DRA-методом использо-
вались процедуры из библиотеки LMOPTICS [30].  

2.4. Исходные параметры и анализ результатов 

Расчёты проводились для слоёв двулучепрелом-
ляющих материалов с n = 1,5 при n  n|| – n = 0,05, 
0,1 и 0,2 (типичные значения n для ЖК-материалов), 
d от 0,1 мкм до 15 мкм и с длиной волны падающего 
света  = 550 нм. Для минимизации влияния отраже-
ний на внешних границах слоя на результаты значе-
ние nsur бралось равным (nn||)1/2 [30]. И в случае 
DRA-метода, и в случае модального метода решёток 
слой ЖК аппроксимировался стопой из 201 подслоя, 
однородного по z. Толщины приграничных подслоёв 
(с номерами 1 и 201) задавались в два раза меньшими, 
чем толщины остальных подслоёв. Использованные в 
расчётах значения параметра maprx, определяющего 
число учитываемых гармоник, для рассматриваемых 
типов слоёв приведены в таблице в приложении. 
Точность расчёта элементов матриц M0 и M2 для ап-
проксимирующих многослойников при указанных 
значениях maprx была не хуже, чем 10–4.  

Для каждого набора значений d и n определялись 
наименьшие (критические) значения периода решёт-
ки, cr0 и cr0,2, для которых выполнялись условия 
0  0,01 при всех   cr0 и 0,2  0,01 при всех 
  cr0. В случаях, когда функции cr0(d) и cr0,2(d) 

имели узкие локальные минимумы, в качестве оценок 
cr0 и cr0,2 мы брали несколько завышенные, но 
остающиеся надёжными и при малых изменениях 
структурных параметров слоя значения, определён-
ные по значениям истинных функций cr0(d) и 
cr0,2(d) в соседних локальных максимумах. Посколь-
ку для рассматриваемого в каждом из примеров па-
раметрического множества слоёв одновременное из-
менение толщины слоя d, периода структуры  и 
длины волны , сохраняющее величину отношений 
d/ и /, при фиксированных n и n|| не изменяет ре-

зультатов вычислений, полученные результаты пред-
ставляются с использованием приведённых парамет-
ров d = d/,  =  / , cr0

 = cr0
 /  и cr0,2

 = cr0,2
 / . 

Под периодом решётки  во всех примерах мы 
понимали период векторного поля c(x, z) (см. подпа-
раграф 3.4). 

3. Результаты 

3.1. AMOA-решётки 

Для данного случая численные тесты проводились 
на множестве слоёв со следующим видом поля ло-
кальной оптической оси: 

cos ( )cos ( )

( , ) sin ( )cos ( )

sin ( )

x z

x z x z

z

  
    
  

c    

c , линейно зависящим от х:  

( ) 2 /x x    .  

Слои с такой структурой рассматриваются в качестве 
моделей ЖК-слоя при моделировании электроопти-
ческого отклика нематических AMOA-решёток [2 –
 13]. При рассмотрении ЖК-слоёв в отсутствие при-
ложенного электрического поля значения функции 
(z) обычно принимаются равными нулю при всех z 
[3 – 5, 7 – 10, 12] (рис. 1а). Искажённые приложенным 
электрическим полем структуры характеризуются 
функциями (z), которые обращаются в ноль при 
z = z0 и z = zd и имеют максимальное значение max при 
z = (z0 + zd)/2 [3, 6 – 8, 10, 12] (рис. 2).  

 
Рис. 2. AMOA-решётка с max

 = 90  

В данном случае больший интерес представляют 
не критические значения периода решётки, cr0 и 
cr0,2, а соответствующие критические значения ско-
рости латерального изменения азимутальной ориен-
тации локальной оптической оси x = 360/ (эта 
величина показывает, на сколько изменяется угол 
азимутальной ориентации локальной оптической оси 
при изменении x на величину ), x0 = 360/cr0 и 
x0,2 = 360/cr0,2. На рис. 3 представлены получен-
ные оценки x0 и x0,2 для слоёв с 
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 max 0( ) sin ( ) /z z z d      

при max = 0 и 90. Из рис. 3 видно, что для очень 
тонких слоёв (с толщиной до 2 в случае max = 0 и 
до 4 в случае max = 90) DRA является применимым 
даже при x

 > 90. Для слоёв с толщиной больше 15 
x0 и x0,2 очень медленно уменьшаются с увеличе-
нием d, и DRA является надёжным, если x не пре-
вышает 11 и 5 при max = 0 и 90 соответственно. 
Практически используемые нематические AMOA-
решётки обычно имеют толщину d от 6 до 10. В 
этом диапазоне x0 и x0,2 сильно зависят от d. Со-
гласно данным, представленным на рис. 3, для этого 
диапазона толщин DRA является применимым при 
выполнении условия (d/dx) < 8. 

3.2. TMOA-решётки 

Для данного типа решёток оценки проводились на 
слоях со структурой вида 

cos( ( . ))

( , ) 0

sin( ( . ))

x z

x z

x z

 
   
  

c . (15) 

а)  

б)  
Рис. 3. Зависимости x0 и x0,2 от d для AMOA-решёток 
с max = 0 (а) и 90 (б) при n=0,2 (1), 0,1 (2) и 0,05 (3) 

Сначала приведём результаты для слоёв с , не за-
висящим от z и линейно зависящим от x:  

( , ) 2 /x z x      (16) 

(рис. 4а). Как показали расчёты, для данного типа сло-
ёв при всех значениях d и n 2 меньше, чем 0 

(cr0,2
 = cr0), то есть в условиях применимости DRA-

метода для оценки характеристик 0-го порядка ди-
фракции он применим и для оценки характеристик 2-
го порядка дифракции. На рис. 5 показана зависимость 
максимальной приемлемой для DRA скорости измене-
ния угла , x0 = 360/cr0, от d. Из сравнения рис. 3а 
и 5 видно, что при всех d максимальная приемлемая 
для DRA скорость изменения  в данном случае, когда 
модулируется только , оказывается меньше, чем со-
ответствующая критическая скорость изменения  в 
случае модуляции только . Этот пример указывает на 
то, что латеральная вариация угла наклона локальной 
оптической оси является более критичной с точки зре-
ния DRA, чем вариация её азимутальной ориентации. 

а)  

б)  

в)  
Рис. 4. TMOA-решётки с линейной зависимостью  от x (а) 

и синусоидальной зависимостью  от x  
при 0 = 0 (б) и 90 (в)  

Далее мы приведём результаты для TMOA-слоев 
вида (15), у которых  является периодической функ-
цией от x:  
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   0 a( , ) sin / sin 2 /x z z d x         (17) 

(см. примеры на рис. 4). TMOA-слои c такой структу-
рой часто рассматриваются в качестве моделей нема-
тических ЖК-слоёв с доменами Вильямса [28, 45]. 
Параметр a характеризует амплитуду модуляции, а 
0 – ориентацию локальной оптической оси на грани-
цах слоя. 0

 = 0 соответствует планарной ориентации 
(рис. 4б), а 0

 = 90 – гомеотропной ориентации (рис. 4в).  

 
Рис. 5. Функции x0(d) для TMOA-решеток с линейной 
зависимостью  от x при n=0,2 (1), 0,1 (2) и 0,05 (3) 

На рис. 6 показаны рассчитанные кривые cr0(d) 

и cr0,2(d) для случаев 0
 = 0 (рис. 6а) и 0

 = 90 
(рис. 6б) при a

 = 30. Из рисунка видно, что в обоих 
случаях критические значения периода решётки уве-
личиваются как с увеличением n, так и с увеличени-
ем d (это не является общим правилом; см., напри-
мер, рис. 3). Отметим, что для 0

 = 90 кривые 
cr0(d) и cr0,2(d) совпадают при всех n, а для 
0

 = 0 они не совпадают только в случае наибольше-
го n (n = 0,2). 

3.3. CMOA-решётки 

В данном случае мы рассматривали слои с моду-
ляцией, характерной для полосатых доменных струк-
тур в слоях холестерических ЖК, возникающих под 
действием электрического поля, а именно, SFLH 
структур [25,52] (рис. 1б) и полосатых доменов Хел-
фриха–Гуро (HH-решётки; Helfrich–Hurault gratings) 
[25, 46 – 51] (рис. 7). На рис. 7а приведен пример HH-
деформации, при которой слой оказывается однород-
ным в направлении, параллельном вектору ориента-
ции локальной оптической оси на границах слоя 
(HH||), а на рис. 7б – пример HH-деформации с пер-
пендикулярным этому вектору направлением одно-
родности (HH). Поля c(x, z) для слоёв, показанных 
на рис. 1б и 7, были взяты нами как базовые. При ва-
риации толщины слоя и периода структуры эти базо-
вые поля подвергались соответствующим масштаб-
ным преобразованиям. Результаты расчётов пред-
ставлены на рис. 8.  

а)  

б)  
Рис. 6. Функции cr0(d) и cr0,2(d) для TMOA-решёток 
с синусоидальной зависимостью  от x при 0 = 0 (а)  

и 90 (б) при n=0,2 (1), 0,1 (2) и 0,05 (3) 

а)   

б)  
Рис. 7. Структура HH|| (а) и HH (б) решёток  

На этом рисунке критические значения  приво-
дятся как функции от параметра  = nd, поскольку 
значения cr0 и cr0,2 для слоёв с разными n и d, но 
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одинаковыми , оказались очень близкими друг к 
другу. Существенное отличие наблюдалось только в 
области малых значений параметра : когда толщина 
d была меньше 2, а n = 0,2, условие 00,01 не вы-
полнялось ни при каких значениях , тогда как при 
меньших значениях n такого не наблюдалось. Это 
связано с тем, что в рассматриваемых условиях при 
малых значениях  вариация азимутальной ориента-
ции локальной оптической оси в направлении z явля-
ется столь быстрой, что при достаточно больших n, 
в том числе при n = 0,2, объёмное отражение, кото-
рое не учитывается в DRA-методе, может быть суще-
ственным. Исключая область существенных объём-
ных отражений, cr0 и cr0,2 для всех трёх типов мо-
дуляции являются возрастающими функциями от . 
Отметим, что для реальных SFLH-структур  обычно 
составляет от d до 2d [25]. Из рис. 8в следует, что 
DRA применимо к SFLH-слоям с таким периодом 
только при очень малых n. Для реальных слоёв с 
HH-структурой условия применимости DRA часто 
удовлетворяются, поскольку период HH-структур 
бывает во много раз большим, чем толщина слоя. 

3.4. Эффективность дифракции в нечётные порядки 

Говоря о DRA-методе, нельзя не отметить следую-
щую его особенность. Для всех рассмотренных подви-
дов AMOA- и TMOA-решёток DRA даёт нулевые мат-
рицы Mm для нечётных m, как если бы период струк-
туры (период тензорного поля (x, z)) равнялся /2. В 
двух из рассмотренных случаев период структуры дей-
ствительно равнялся не , а /2. Это случай AMOA-
решёток с планарной структурой ((z) = 0; рис. 1а) и 
случай TMOA-слоёв с линейной зависимостью  от x 
(рис. 4а). В этих случаях оба метода давали нулевые 
матрицы Mm для нечётных m. Для AMOA-решёток с 
max  0 (рис. 2) и TMOA-решёток с синусоидальной 
зависимостью  от x (рис. 4б, в) – в этих случаях ре-
альный период структуры равнялся  – наблюдалась 
иная картина: модальный метод решёток при относи-
тельно малых  давал существенно ненулевые значе-
ния для матриц Mm с m = 1, в то время как DRA-метод 
при любых  давал строго нулевые значения для этих 
матриц. Последнее связано с тем, что в этих случаях, в 
силу выполнения соотношений  

cz(x + /2, z) = cz(x, z) , 
cx(x + /2, z) = –cx(x, z) ,  
cy(x + /2, z) = –cy(x, z) ,  

период функции T1D(x) равнялся /2, то есть был в 
два раза меньшим, чем период поля (x, z). Такая си-
туация типична для ЖК-решёток, и указанная осо-
бенность DRA упоминалась в литературе [28, 45]. 

На рис. 9 в качестве примера приведена зависимость 
дифракционной эффективности первого порядка 
1 = [M1]11, рассчитанной модальным методом решёток, 
от  для AMOA-решёток с max = 0 (период структуры 
равен  / 2) и max = 90 (период структуры равен ) при 

n = 0,2 и d = 20. Из этого рисунка видно, что в случае 
max = 0 при всех  1

 = 0, в то время как в случае 
max = 90 в большой области значений  ( < 40) зна-
чения 1 являются существенно ненулевыми, причём 
при  < 20 1 достигает больших значений. DRA-
метод в обоих случаях даёт нулевое значение 1. 

а)  

б)  

в)  
Рис. 8. Зависимости cr0 и cr0,2 от  для HH|| (а),  

HH (б) и SFLH (в) решёток 

Заключение 

Таким образом, нами представлены оценки границ 
применимости подхода, основанного на использова-
нии приближения прямых лучей, при моделировании 
оптических свойств дифракционных решёток на жид-
ких кристаллах. Рассмотрены три типа простран-
ственной модуляции ориентации локальной оптиче-
ской оси:  

1)  модуляция только азимутальной ориентации 
локальной оптической оси,  
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2)  модуляция только наклона локальной оптиче-
ской оси и  

3)  модуляция как наклона, так и азимутальной 
ориентации локальной оптической оси.  

Показано, как точность оценок, полученных с по-
мощью DRA-метода, зависит от характера модуляции 
локальной оптической оси, периода структуры, тол-
щины ЖК-слоя и показателя двулучепреломления 
ЖК-материала. 

 
Рис. 9. Дифракционная эффективность первого порядка 1 

для AMOA-решётки как функция от  при n = 0,2 
и d = 20 
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Приложение 

Таблица. Используемые значения maprx для рассматриваемых видов решёток 

 AMOA, 
max=0 

AMOA, 
max=90 TMOA (16) TMOA (17), 

0=0 
TMOA (17), 

0=90 HH|| HH SFLH 

n=0,2 6 6 26 7 8 8 9 18 

n=0,1 4 5 14 5 5 6 7 12 

n=0,05 4 4 10 4 4 5 4 8 
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Limits of applicability of the direct ray approximation in modeling optical 
properties of liquid-crystal diffraction gratings 

D.D. Yakovlev1, D.A. Yakovlev1 
1Saratov State University, Saratov, Russia 

Abstract  

Using computer modeling, we estimate limits of applicability of the direct ray approximation 
in modeling the optical properties of liquid-crystal diffraction gratings with continuous spatial 
modulation of the local optic axis orientation in a liquid crystal layer. The data presented concern-
ing the influence of the spatial frequency and character of modulation of the local optic axis, as 
well as the magnitude of birefringence of the medium, on the accuracy of the results obtained in 
this approximation are also useful in considering birefringent layers with an aperiodic variation of 
the local optic axis. 

Keywords: diffraction and gratings, optical devices, physical optics, birefringent diffraction 
gratings, direct ray approximation, modal grating method. 
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