
Сравнение статистических оценок свойств различных морфологических фильтров... Визильтер Ю.В., Выголов О.В., Желтов С.Ю. 

Компьютерная оптика, 2021, том 45, №3   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-842 449 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ И АНАЛИЗ ДАННЫХ 

Сравнение статистических оценок свойств различных морфологических 
фильтров, построенных на основе мозаичных моделей изображений 

Ю.В. Визильтер 1, О.В. Выголов 1, С.Ю. Желтов 1 
1 ФГУП «Государственный научно-исследовательский институт авиационных систем»,  

125319, г. Москва, ул. Викторенко, 7 

Аннотация 

Рассмотрена задача сравнения статистических оценок свойств различных мозаичных 
фильтров. Показано, что в морфологии Пытьева мера сложности формы непосредственно 
связана с мерой простоты, основанной на морфологической корреляции с простейшей 
формой. На основе среднеквадратичного морфологического коэффициента корреляции 
веден нормированный морфологический показатель степени упрощения. Для данного по-
казателя подтверждено, что чем проще мозаичная форма, тем сильнее сглаживает соот-
ветствующий пытьевский проектор. На примере усредняющего и медианного мозаичных 
фильтров рассмотрена задача сравнения различных мозаичных операторов по средней 
степени упрощения. Введено понятие операторов, упрощающих (неусложняющих) в ста-
тистическом смысле. Рассмотрена морфологическая корреляция мозаичной формы и 
диффузного мозаичного оператора. Доказано, что степень упрощения морфологического 
показателя степени упрощения для нечетких операторов не связана с оценкой сложности 
для соответствующих ядер. Таким образом, выявлена качественная разница в связи между 
реляционными и операторными моделями для диффузных и проективных мозаичных ли-
нейных фильтров. 
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Введение 

В рамках морфологии Пытьева [1] традиционно 
считается, что морфологическая форма имеет не-
сколько альтернативных представлений и одинаково 
(эквивалентно) определяется тремя своими описани-
ями: мозаичным разбиением кадра, оператором про-
екции и линейным подпространством. 

В более широком морфологическом подходе [2], 
который мы предлагаем здесь рассмотреть, морфо-
логический оператор и морфологическая модель (и 
даже разные представления одной морфологиче-
ской модели) перестают однозначно определять 
друг друга. 

Соответственно, оценка сложности модели более 
не связана напрямую с характеристиками фильтра, но 
при этом между ними, очевидно, должна быть уста-
новлена некая связь. Для этого в соответствии с мето-
дологией работы [3] нам необходимы две характеристи-
ки – оценка сложности модели (мера сложности) и 
оценка силы действия фильтра (степень модификации). 

В данной работе мы введем такие оценки и прове-
дем сравнение статистических оценок свойств раз-

личных морфологических фильтров, построенных на 
основе мозаичных моделей. При этом мы сначала 
убедимся, что оценки сложности форм и степени мо-
дификации для пытьевских операторов действитель-
но связаны. Далее мы проведем сравнение линейных и 
нелинейных мозаичных фильтров по силе фильтрации, 
а также исследуем вопрос о связи степени упрощения 
и сложности модели для диффузных операторов. 

Степень модификации фильтра и ее связь 
со сложностью модели 

Ранее в работе [3] мы рассмотрели эту проблему 
следующим образом. 

Пусть имеется метрическое пространство образов 
 , d  с метрикой d. Пусть также задано множество 
простейших образов O  , определен проектор на мно-
жество O  

2: ,O O OO     . 

Тогда для любого образа a   его проекцию O a бу-
дем называть предельным упрощением, а сам проектор 
O – оператором предельного упрощения. 
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Неусложняющим оператором на  назовем такой 
оператор :   , который: 

– сохраняет простейшие образы 

,o O o o    ; 

– переставим с оператором предельного упрощения 

O O O      ;  

– монотонно не увеличивает расстояние до преде-
льного упрощения 

   , , ,O Oa d a a d a a       . 

Иными словами, неусложняющий оператор – это 
сжимающее отображение на , центрированное относи-
тельно множества простейших образов. Для краткости 
будем называть неусложняющие операторы упрощаю-
щими фильтрами (simplification filter, simplifier). 

Поскольку множество неусложняющих операторов  
также специфично для каждой конкретной морфологии, 
можно сказать, что любая морфологическая система 
должна описываться уникальным набором элементов 
 , d, O, O,  , находящихся между собой в следую-
щих отношениях: 

   

2
0

.
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      
   
     

  

Введем две характеристики, описывающие воздей-
ствие фильтра    на некоторый конкретный образ 
z  : 

– степень модификации образа z фильтром  

( , ) ( , );J z d z z    

– cложность образа z (чем меньше эта слож-
ность, тем сильнее упрощение z фильтром ) 

 ( , ) ( ) , .OQ z Q z d z z        

Эти две характеристики определяют два, вообще 
говоря, различных отношения частичного порядка на 
множестве фильтров:  

– отношение частичного порядка ( 
M) между 

фильтрами по степени модификации («модифици-
рует не слабее»): 

   M (by definition ) : ;A B A Bz J z zJ           

– отношение частичного порядка ( 
S) между 

фильтрами по степени упрощения («упрощает 
не слабее»): 

   (by defintiton ) : , , .A S B A Bz Q z Q z           

Упрощающими модификаторами (УМ-фильтрами) 
будем называть такие фильтры, которые удовлетворяют 
следующим двум условиям: 

– неусложнение 

, : ( ) ( );z Q z Q z       

– монотонная зависимость степени модификации 
от степени упрощения 

 
     ,
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      

     
 

Для таких УМ-фильтров два введенных отноше-
ния частичного порядка (по силе упрощения и по си-
ле модификации) эквивалентны: 

.A M B A S B        

В работе [3] мы показали, что большинство из-
вестных морфологических систем укладываются в 
такую схему описания, при которой морфологические 
фильтры являются УМ-фильтрами. Более того, мы 
показали, что некоторые свойства упрощающих 
фильтров, которые мы выше должны были постули-
ровать, на самом деле автоматически следуют из 
условия монотонности модификации по упрощению. 
Это позволяет cчитать набор  , , J, Q  более об-
щим определением морфологической системы. 

Морфологической системой на базе УМ-фильтров 
(УМ-морфологией) называется набор элементов 
 , , J, Q , находящихся между собой в следующих 
отношениях: 
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Все необходимые свойства морфологических 
фильтров далее могут быть выведены из данного 
определения. При конкретной реализации J и Q опи-
санным выше образом из данного определения авто-
матически получается приведенное ранее определе-
ние морфологической системы на базе 
 , d, O, O,  . 

УМ-морфологии – наиболее общий из до сих пор 
введенных нами формализмов для описания морфо-
логических систем. Однако в данной работе он явля-
ется для нас недостаточным, поскольку: 

а) не проводит различия между моделями и опера-
торами (все рассуждения ведутся только в терми-
нах операторов); 
б) введенные для операторов отношения порядка 
( 

S) и ( 
M) являются отношениями частичного, а 

не полного порядка; 
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в) базовые для этих отношений абсолютные чис-
ленные характеристики J (, z) и Q (, z) описывают 
не оператор    как таковой, а лишь его воздей-
ствие на некоторый конкретный образ z  ; 
г) некоторые из мозаичных операторов вообще не 
являются упрощающими фильтрами в том смысле, 
который был описан выше (см. ниже случай нели-
нейной мозаичной фильтрации). 
Для того, чтобы охарактеризовать на основе вве-

денных критериев Q (, z) и J (, z) сам оператор , 
необходимо либо взять некую статистику (экстремум, 
среднее, что-то еще) по всему ансамблю изображений 
, либо выбрать из каких-то соображений некий 
стандартный тестовый образ z* («пробный камень»), 
либо как-то сочетать эти два подхода. 

Рассмотрим подход на основе статистического 
усреднения. Назовем оценки 

  ( , )p ( ) ,J J z z dz 


     

( ) ( , )p ( ) ,Q Q z z dz 


     

среднестатистическими по классу  с заданным рас-
пределением плотности вероятности p(z). На их ос-
нове по аналогии с морфологическими коэффициен-
тами корреляции можно ввести: 

– морфологический коэффициент степени моди-
фикации 

 ( , ) ( ) ( ) / ;J OK J J        

– морфологический коэффициент степени упрощения 

 ( , ) ( ) ( ) / ,Q IK Q Q        

где I – «слабейший» фильтр из  (не изменяет изоб-
ражения), O – «сильнейший» фильтр из  (см. роль 
O и I выше и в [3]). 

Меры сложности мозаичных форм 

В рамках простейшей морфологии Пытьева [1] 
изображения рассматриваются как кусочно-
постоянные функции вида  

1

( , ) ( , )
n

Fi Fi
i

f x y f x y


  , (1) 

где n – число областей разбиения F кадра  на связ-
ные непересекающиеся области постоянной яркости, 
F = {F1, …, Fn}; f = ( fF1, …, fFn)T – вектор значений яр-
кости, соответствующих каждой области разбиения; 
Fi

 (x, y)  {0,1} – характеристическая функция i-й об-
ласти яркости: 

1, если ( ) ;
( , )

0, впротивномслучае.
i

Fi

x, y F
x y


  


 (2) 

Такие изображения называются мозаичными. 
Морфологическое сравнение изображений по 

сложности традиционно [1] осуществляется в терми-

нах отношения «не сложнее по форме», которое явля-
ется отношением частичного порядка (некоторые 
изображения несравнимы по форме). Множество всех 
мозаичных форм образует по данному отношению 
алгебраическую структуру типа «решетка», в которой 
для любых двух форм F и G можно указать форму 
более сложную F  G и менее сложную F  G. В тер-
минах разбиений более сложные формы получаются 
из менее сложных разбиением областей, а менее 
сложные из более сложных – слиянием областей. В 
терминах множеств (классов) изображений F «не 
сложнее по форме» G, если F  G. В терминах проек-
торов F «не сложнее по форме» G, если PG PF

 = PF. 
В работе [4] нами была введена методика расши-

рения данного отношения до отношения полного по-
рядка, основанная на обобщенном определении меры 
сложности структурного образа как неотрицательной 
величины, которая равна 0 для неструктурированного 
(неделимого) образа, монотонно увеличивается при 
таких последовательных преобразованиях образа, при 
которых число его элементов увеличивается, и моно-
тонно уменьшается при таких последовательных пре-
образованиях образа, при которых число его элемен-
тов уменьшается. Подобными мерами сложности для 
мозаичного разбиения F кадра с площадями областей 
SFi

 = Spi, i = 1, …, n являются, например, количество 
информации Шеннона 

( ) logi i
i

I F p p  , (3) 

или ОГО-сложность [4] 

 
1, ,

( ) 1H i ii n
F p p

 
   , (4) 

связанная с метрикой оценки геометрических отли-
чий (ОГО-метрикой) [5] следующего вида: 

 
1, , 1, ,

( , ) ,H ij H i j
j l i n

d S d F G
   

  F G , (5) 

где dH
 (Fi, Gj) = SFi

 + SGj
 – 2Sij – расстояние Хэмминга 

между областями разбиения Fi и Gj. Как мы показали 
в [5], ОГО-метрика может интерпретироваться как 
метрика редактирования мозаичных форм. Другой 
способ ее определения связан с реляционным спосо-
бом описания мозаичных форм [6]. 

Определим предикат бинарного отношения «пик-
селы не принадлежат одной области» 

0,

1, впротивномслуча

 если : ( , ) ( , );
, )

е
( ,

.
,

Fi Fi
F

i x y u v
x y u v

  






  (6) 

Пусть теперь имеется мозаичное изображение g 
формы G: 

1, ,

( , ) ( , )Gjj
j m

g x y g x y
 

  . 

Соответствующая реляционная форма будет также 
иметь вид (6): 
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е

: ( , )0, если ;

1, впротивномслуча .

( , )
( , , , )

Gj Gj
G

j x y u v
x y u v

   




   

Рассмотрим базовую (по топологии) форму для 
пары этих форм W = F  G, состоящую из набора об-
ластей парных пересечений Wij

 = Fi
  Gj. Для нее 

можно записать 

 
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1, впротивном

,  т.е. ,
,

,  т.е.

л

 

с учае

,
,

.

ij kl i

k j
G

F ij kl

ij l
ij kl

j

i k W W F
W W

l W W G
W W

 


















 (7) 

Таким образом, симметричные четырехмерные 
функции превращаются в симметричные матрицы 
размера (m  n)2. В отличие от функциональной реля-
ционной модели формы (6) мы будем называть мо-
дель (7) взаимной матричной реляционной моделью 
пары форм. 

L1-норма реляционной модели (6) 

( , , , )F F x y u v dx dy du dv        

также может быть выражена через параметры мат-
ричной модели (7) 

1 1 1 1

|| || ( , )
m n m n

F i j k l F i j k l
j i l k

S S W W
   

   , 

где Sij, Skl – площади областей разбиения Wij, Wkl. 
Рассмотрим расстояние Хэмминга (L1-метрику) 

между реляционными формами F
 (x, y, u, v) и 

G
 (x, y, u, v): 

 , ( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

F G F G

F G

d x y u v x y u v

x y u v x y u v dx dy du dv

       

     
 (8) 

Для мозаичных форм выражение (8) можно пре-
образовать к виду 

   
1 1 1 1

,

, –

( )

,

F G

m n m n

ij kl F ij kl G ij kl
j i l k

d

S S W W W W



   

  

    (9) 

В [6] мы показали, что 

 

 

1 1

1 1

–( ),  2

, , ,( )

n m

F G ij i j ij
i j

n m

ij H i j Н
i j

d S S S S

S d F G d

 







    

 



 F G

 (10) 

т.е. расстояние Хэмминга (L1-метрика) между реля-
ционными формами F

 (x, y, u, v) и G
 (x, y, u, v) по от-

ношению «пикселы равны / не равны по яркости» в 
точности эквивалентно метрике оценки геометриче-
ских отличий (ОГО-метрике) между соответствую-
щими мозаичными формами F и G вида (5). 

Указанная связь (10) позволяет ввести для реля-
ционных описаний формы абсолютную меру сложно-
сти. Учтем, что: 

– для наиболее простой мозаичной формы O (еди-
ная область постоянного значения занимает весь 
кадр  площади S) || O

 || = 0, т.к. ни одна пара пик-
селов не отличается по яркости, и модель O со-
держит только нулевые связи; 
– для наиболее сложной мозаичной формы I (пре-
дельное разбиение кадра, в котором каждый пик-
сел это отдельная область) || I

 || = S 2, т.к. все пары 
пикселов отличаются по яркости, модель O со-
держит только единичные связи, и таких связей 
S  S = S 

2. 
Тогда нормированное значение L1-нормы реляци-

онной формы F 

     
     

 

2

1, ,

1, ,

/

, / , 1 /

1 ( , ) / ( , ) ( )

H F F o I O

F O l O i i
i n

i i H H H
i n

d d S S S

p p d F O d I O F

 
 

 

         

       

    





 (11) 

есть не что иное, как связанная с ОГО-метрикой нор-
мированная ОГО-сложность H

 (F) (4) мозаичной 
формы F, о которой шла речь выше. 

Связь меры сложности, меры простоты  
и степени модификации в морфологии Пытьева 

Используем морфологический коэффициент кор-
реляции для получения статистических оценок инте-
ресующих нас показателей. 

Ранее мы уже рассматривали задачу статистиче-
ского усреднения квадрата нормы проекции при 
сравнении (пытьевском проецировании) изображений 
двух фиксированных форм [7]. 

Мы предположили, что для мозаичных изображе-
ний из F и G вида 

1, , 1, ,

( , ) ( , ); ( , ) ( , ),i Fi j Gj
i n j m

f x y f x y g x y g x y
   

      

22 2 2

1, , 1, ,

,i i G Gj j
i n j m

f f S f f S
   

  ‖ ‖ , 

,
1, ,

/ 1, ,Gj i ij j
i n

f f S S j m
 

 
   
 
  

справедливы следующие предположения о плотно-
стях распределении значений яркости f1,…, fn: 

1) p ( f1, …, fn) = p ( f1)…p ( fn) – величины f1,…, fn 
независимы в совокупности; 
2) p ( f1) = … = p (fn) – величины f1,…, fn распреде-
лены одинаково; 
3) i = 1,.., n: p ( fi) = p(– fi

 ) – величины f1,…, fn 
распределены симметрично относительно 0. 
Далее мы определили среднеквадратичный эф-

фективный коэффициент морфологической корреля-
ции (СКМК) форм F и G как корень из отношения 
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среднего квадрата нормы проекции изображения из F 
на форму G к среднему квадрату нормы проецируе-
мого изображения: 

2 22 ( , ) .M GK F G f f  

Подставляя соответствующие выражения, получили: 

2 2
2

1, 1, 1, , 1, ,

( , ) .ij ij
M

j jj m i n j m i n

S p
K F G

S S p       

      (12) 

Однако это еще всего лишь усреднение внутри 
формы проецируемого изображения. Если мы захо-
тим на основе выражения для KM

2(G, F) (12) получить 
оценку KM(Q,)(P(g,F,mean)) для множества 

{ : , M},g g G G     

где M – класс всех мозаичных форм, нам придется взять 
математическое ожидание по всем возможным формам 
G  M со всеми возможными количествами и распреде-
лениями площадей областей мозаичного разбиения: 

 2
( , ) ( , , )

2 2

.

M Q g F mean

F
g G g G G MG M

K P

g g



  




 (13) 

Такое выражение в явном виде вряд ли возможно 
аналитически вычислить. Поэтому мы предлагаем 
здесь обратиться к методу «пробного камня». Чтобы 
не усреднять по всем возможным формам, нужно вы-
брать одну опорную форму, сравнение с которой 
имело бы смысл для всех операторов. 

По сути, именно это мы и сделали выше, когда 
вводили ОГО-сложность в форме (11): 

 

   
1,

( ) 1

, / , ( , ) / ( , ).

H i i
i n

F O I O H H

F p p

d d d F O d I O

 

 

   

     


 (14) 

Как видно, здесь в качестве опорных форм ис-
пользуются самая простая и самая сложная формы O 
(одна область на кадр, все пикселы связаны) и I (каж-
дый пиксел – отдельная область, и яркости пикселов 
никак не связаны). 

Рассмотрим соответствующие значения KM
2, кото-

рые характеризуют форму F при ее сравнении с пре-
дельными формами O и I. Поскольку морфологиче-
ский коэффициент корреляции асимметричен, мы 
имеем, помимо 3 тривиальных вариантов 

 2 2 21, ( , ) 1, ( , ) 1,M d M MK F I K O I K O F       

3 нетривиальных варианта: 

2
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2
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i n i n

S
K F O p
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   , (15) 

2
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1 1
( , )M

i S

K I O
S S 

  , (16) 
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 (17) 

Прежде всего, можно заметить, что (15) непосред-
ственно связан с (4): 

 
1, ,
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1, , 1, ,

( ) 1

1 ( , ).

H Fi Fi
i n

Fi Fi M
i n i n

F p p
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   

   
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 
 (18) 

Таким образом, мы убедились, что в морфологии 
Пытьева мера сложности H

 (F) непосредственно 
связана с мерой простоты KM

2(F, O). В самом деле, 
KM

2(F, O) = KM
2(F, PO) сравнивает любую форму F с 

простейшей формой O, причем на самом деле здесь F 
– фильтруемая форма, а O выступает не в качестве 
формы, а в качестве стандартного тест-проектора PO. 
Поэтому KM

2(F, O) характеризует именно форму F, а 
не проектор PF, т.е. является характеристикой слож-
ности (простоты) формы. 

Нельзя не отметить, что связь 

1 1

2

( ) /

( , ) / ( , ) 1 ( , )

H F O I OL L

H H M

F

d F O d I O K F O

        

  
 (19) 

является замечательным подтверждением внутренне-
го единства морфологического анализа Пытьева во 
всех его формах – атрибутной, реляционной, метри-
ческой и операторной. Это выражение также демон-
стрирует абсолютную внутреннюю связь между мор-
фологическими инструментами сравнения по сход-
ству / различию и сравнения по сложности. В некото-
ром смысле для морфологического анализа данных 
это такое же «объединительное» равенство, как зна-
менитое тождество Эйлера e j + 1 = 0 для комплексно-
го анализа, поскольку оно сводит воедино, казалось 
бы, совершенно разные аспекты рассматриваемого 
предмета. В частности, (19) показывает, что ОГО-
метрика действительно является не искусственной 
конструкцией, а естественной метрикой на множестве 
форм, поскольку она напрямую связана не только с 
мозаичным и реляционным представлением форм, но 
и с морфологическим проектором, который неустра-
ним в любых вариантах морфологического анализа и 
является самой его базовой сердцевиной. 

Рассмотрим теперь KM
2(I, F) = KM

2(I, PF), который, 
в отличие от KM

2(F, O), характеризует как раз не фор-
му F, а проектор PF, причем является характеристи-
кой проектора с точки зрения силы (степени) упро-
щения. Легко заметить, что (13) приводится к (17) пу-
тем выбора  = { I }, т.е. сужения задачи усреднения 
по всему ансамблю форм до задачи усреднения дей-
ствия оператора по выбранной тестовой форме: 

  2 22
( , ) /F FM Q I

g I g I
K P g g

 
 , (20) 
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откуда, с учетом известной оценки дисперсии выбороч-
ного среднего нормально распределенной величины x 
по k независимым измерениям 2(mean (x, k)) = 2(x) / k, 
сразу получаем 

   

   

 
,

2 2 2
( , )

1, ,

2 2

1, ,

2

/

/ /

(1/ ) 1 / , .
i n

F Fi iM Q n
i n

i i
i n

M F
i I n

K P g S S

S S S

S n S K I P

 

 



  

   

  







 

При этом несколько непривычно и неудобно то, 
что KM

2(I, PF) уменьшается с ростом степени упроще-
ния, а также то, что его значение зависит от площади 
кадра (на самом деле – от числа пикселов в базовом 
разбиении I). Чтобы этого избежать, перейдем к нор-
мированному значению. Поскольку наиболее силь-
ным упростителем среди всех мозаичных пытьевских 
проекторов является, очевидно, проектор на про-
стейшую форму PO, имеет смысл нормировать 
KM

2(I, F) = KM
2(I, PF) по значению KM

2(I, O) = KM
2(I, PO). 

При этом, поскольку KM
2(I, O)  KM

2(I, F), нормиро-
ванный морфологический показатель степени упро-
щения (МПСУ) для оператора PF принимает вид: 

     2 2
( , ) , / , 1 /M I O F M O M FK P K I P K I P n  , (21) 

и теперь, как легко увидеть, 

     ( , ) ( , ) ( , ) 1M I O I M I O F M I O OK P K P K P   . (22) 

Таким образом, с ростом числа областей разбие-
ния, в которых при фильтрации PF производится 
усреднение значений яркости, сила фильтрации (сте-
пень сглаживания) падает. 

Выше мы отмечали, что оценки сложности долж-
ны монотонно изменяться при таких последователь-
ных преобразованиях образа, при которых число его 
элементов увеличивается, и монотонно уменьшается 
при таких последовательных преобразованиях образа, 
при которых число его элементов уменьшается. Для 
мозаичных форм это операции слияния и разбиения 
областей. Таким образом, характеристика KM(I,O)

 (PF), 
описывающая оператор PF, связанный с мозаичной 
формой F, оказывается полностью согласована с 
оценкой сложности мозаичной формы F. Чем проще 
форма, тем сильнее сглаживает фильтр. 

Исходя из этого, мы можем определить оператор-
ную меру сложности формы F как 

    ( , ) ( , )exp 1M I O F M I O FQ P K P  . (23) 

Нормировочное преобразование exp (1 – x) здесь 
потребовалось, чтобы обеспечить условия нормиров-
ки QM(I,O)

 (PF) [0,1] и нулевой сложности простей-
шего образа QM(I,O)

 (PO) = 0. Условие монотонности в 
цепочках преобразований слияния / разбиения соблю-

дается в (23), как и в базовом (21), ввиду монотонно-
сти нормировочного преобразования. 

Сравнение различных мозаичных операторов 
по средней степени упрощения. 

Статистически упрощающие фильтры 

Перейдем теперь к другим мозаичным операто-
рам, которые не являются стандартными пытьевски-
ми проекторами. 

Известно, что пытьевский проектор P(g,F) имеет 
математическую форму усреднения (mean) по об-
ласти: 
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F g F

i Fi
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g x y P g x y

g x y F x y
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потому что он является решением минимизации L2 
нормы отклонения проекции от проецируемого изоб-
ражения 

 
2

2
E( , ) min ( , ) ( , )

LF Fg F g F g x y g x y   , 

которая, в свою очередь, определяется статистиче-
ской моделью наблюдения P ( f | F ) = P( f | fF) P ( fF

 | F) 
вида: 

( , ) ( , ) (0, )Ff x y f x y N   , 

где N (0, ) – гауссовское случайное аддитивное от-
клонение; P ( fF

 | F) = 1, если fF
  F. В связи с этим, по-

скольку модель наблюдения мы не рассматриваем как 
часть морфологической модели Mf, нам следует счи-
тать эту модель (точнее, обусловленную ей процеду-
ру фильтрации по заданной модели) частью морфоло-
гического оператора. Соответственно мы можем обо-
значить пытьевский оператор PF как P(g,F,mean). 

Если мы зададим иную модель наблюдения 
P ( f | fF), это приведет другому мозаичному морфоло-
гическому оператору для той же модели: 

   
 

 

( , ,proc)

( , ,proc) ( , ,proc)

( , , )

( , , ) ( , , )

1, ,

: P( )

P P

P max( ) ,

( , ) ( , )

proc ( , ), ( , ).
i

g F

g F g F

g F proc

g F proc g F proc

i F
i n

P g F

g g g F

g P g proc

g x y P g x y

g x y F x y
 



 

 

 

 

∣

∣ ∣

∣  (24) 

В частности, если некоррелированный аддитив-
ный шум импульсный или характеристики его вооб-
ще неизвестны, наилучшим оператором оценки 
(фильтрации) значений яркости будет медиана по об-
ласти, которая, как известно, минимизирует сумму 
модулей отклонений, т.е. L1-норму, выбирая значе-
ния из имеющегося вариационного ряда наблюдений 
яркости, что соответствует решению дискретной оп-
тимизационной задачи (задачи с ограничениями по 
выбору значений): 
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  

 

1

1, ,

( , , ) ( , , )

1, ,

( , ) ( , )

min ( , ) , ,

( , ) ( , )

med ( , ), ( , ).

F L

F Fi Gj j m

g F med g F med

i Fi
i n n

g x y g x y

g x y F g g

g x y P g x y

g x y F x y

 



 

  

 

 

 (25) 

Если аддитивный шум униполярный, наилучшими 
операторами оценки (фильтрации) значений яркости 
(в зависимости от знака) будут P(g,F,min) и P(g,F,max), вы-
числяющие минимум или максимум по области, что 
соответствует решению оптимизационных задач с 
монотонными ограничениями, и т.д. 

Попробуем при помощи введенного нами МПСУ 
(21) количественно оценить степень упрощения для 
мозаичного медианного фильтра P(g,F,med). По анало-
гии с (20) запишем: 

  2 22
( , ) ( , , ) ( , , ) /M Q I g F med g F med

g Ig I
K P g g


 , (26) 

откуда, с учетом известной оценки дисперсии выбо-
рочной медианы нормально распределенной величи-
ны x по k независимым измерениям (при k >> 1) 

2 2( ( , )) ( / 2) ( ) /med x k x k    , 

получаем: 

   

   

 

2
2 2

( , , )( , )
1,..,

2 2

1,..,

2
( , , )

/

( / 2) / /

( / 2) / ( / 2) , .

ig F med iM Q I F
i n

i i
i n

M g F mean

K P g S S

S S S

n S K I P





  

    

   



  (27) 

Отсюда 

 
   

 

( , ) ( , , )

2 2
( , , ) ( , , )( , )

( , ) ( , , )

, /

(2 / ) .

M I O g F med

M g O mean g F medM Q I

M I O g F mean

K P

K I P K P

K P



 

 

  (28) 

Таким образом, в рамках данной вероятностной 
модели формы I c независимыми нормально распре-
деленными яркостями всех пикселов изображения 
фильтр P(g,F,med) в среднем упрощает в  / 2  1,57 раз 
слабее, чем P(g,F,mean). Это естественно, т.к. выбороч-
ное среднее является оптимальной оценкой среднего 
в нормальном распределении (именно поэтому мы 
рассматриваем в качестве «пробного камня» самый 
сильный упроститель P(g,O,mean), а не более слабый 
P(g,O,med)). Следует только помнить, что при другой 
вероятностной модели распределения яркости пиксе-
лов результат сравнения по силе упрощения фильтров 
P(g,F,med) и P(g,F,mean) может оказаться иным. 

Заметим, что выражение (28), насколько нам из-
вестно, впервые вводит единую унифицированную ха-
рактеристику для сравнения различных по типу (ли-
нейных и нелинейных) морфологических операторов. 

Интересно также то, что из прямой пропорцио-
нальности KM(I,O)

 (P(g,F,med)) и KM(I,O)
 (P(g,F,mean)) непосред-

ственно следует, что для множества медианных филь-
тров с мозаичными формами F и G справедливы те же 
отношения сравнения по сложности, что и для множе-
ства линейных проекторов Пытьева с теми же мозаич-
ными формами. В частности, для них справедливо по-
казанное выше свойство монотонности: чем проще 
форма F, тем сильнее упрощает фильтр P(g,F,med). 

Необходимо отметить, что статистическая оценка 
степени упрощения оператора на основе усреднения 
его действия по выбранной тестовой форме вида 

  2 22
( , ) ( ) ( ) ( , ) / ( , )M Q I g g

g Ig I
K P P g x y g x y


 , 

вообще говоря, может быть определена для любого 
оператора P(g). Даже если такую характеристику нель-
зя получить аналитически, ее всегда можно оценить 
методом Монте-Карло. 

Если при этом KM(Q,I)
2 (P(g))  1, то исследуемый 

оператор P(g) можно считать упрощающим (неуслож-
няющим) в статистическом смысле. Это более слабое 
определение, чем строгое требование неусложнения 
любого возможного изображения. Например, мозаич-
ная медиана, как мы показали только что, является 
упрощающим фильтром в статистическом смысле. Но 
легко убедиться, что она не является упрощающей в 
строгом смысле (в некоторых случаях норма изобра-
жения после медианной фильтрации растет!). Такую 
статистическую УМ-морфологию (морфологию ста-
тистических УМ-фильтров) можно считать коррект-
ным расширением строгой УМ-морфологии, по-
скольку все строгие УМ-фильтры, очевидно, являют-
ся также и статистическими УМ-фильтрами. 

Морфологическая корреляция мозаичной формы 
и диффузного мозаичного оператора. 

Показатель силы упрощения оператора 
в диффузных мозаичных морфологиях 

Рассмотрим теперь в том же ключе диффузные 
мозаичные фильтры [8, 9], соответствующие нечет-
ким реляционным формам. 

Пусть имеются четкая мозаичная форма F и не-
четкая мозаичная форма G с мозаичными формами F 
и G соответственно. Для четких мозаичных форм F и 
G можно записать: 

1, , 1, ,

22 2 2

1, , 1, ,
.

( , ) ( , ); ( , ) ( , ) ,

,

i Fi j Gj
i n j m

i G Gji Gj
i n j m

f x y f x y g x y g x y

f f S f f S

   

   

   

 

 

 ‖ ‖  

Теперь мы запишем для нечеткой формы G: 

 
1, ,

/ ,l i il Gl
i n

f f S S
 

 G  
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 

 
1, , 1, , 1, ,

1, , 1, , 1, ,

/

,/

Gj Gjl l Gjl i il Gl
l m l m i n

i Gjl il Gl Gji i
i n l m i n

f f f S S

f S S f

     

     

    

   

  

  

G

 

где 

 
1, ,

1, ,

,

,

/

/

Gji Gjl il Gl
l m

Gjl Gjl Gj Gjt Gt
t m

S S

b S b S

 

 

  

 




 

{bGjl} – элементы реляционной модели G. 
Пусть вновь справедливы те же предположения о 

плотностях распределении значений яркости f1,…,fn. 
Тогда по аналогии с (12) мы можем определить сред-
неквадратичный эффективный коэффициент морфо-
логической корреляции (СКМК) формы F и диффуз-
ного мозаичного фильтра PG как 

22 2( , ) /M GK F G f f ‖ ‖ . 

Подставляя соответствующие выражения, получаем: 

   22 2 2

1, , 1, ,

2

1, , 1, ,

.

, /M G Gji Gj
j m i n

Gj Gji
j m i n

K F P S S

p

   

   

    

 

 

 
 (29) 

Заметим, что в частном случае, когда форма G яв-
ляется четкой формой, т.е. 

{1: ;0 : }, {1: ;0 : }Gjl Gjlb j l j l j l j l       , 

 
1, ,

./ / /Gji Gjl il Gl ij Gj ij Gj
l m

S S S S p p
 

      

Отсюда 

   22

1,..., 1,...,

2 2

1,..., 1, ,

, /

/ ( , ) ,

M G Gj ij Gj
j m i m

ij Gj M
j m i n

K F P p p p

p p K F G

 

  

 

 

 

 
 

т.е. МКК четких форм (12) является частным случаем 
МКК четкой формы и нечеткого оператора (29). 

Рассмотрим теперь случай диффузной фильтра-
ции оператором PF сложнейшей формы I (пиксель-
ного разбиения). В этом случае выражение (29) 
принимает форму 

 2 2

1, , 1, ,

, .M F Fi Fji
i n j S

K I P p
   

    (30) 

Удобно рассмотреть задачу оценки KM
2(I, PF) для 

нечетких операторов в форме взаимной модели. Оче-
видно, I имеет здесь базовую (по топологии) форму 
I = F  I, состоящую из набора областей парных пере-
сечений { Ij

 = Fi
  I}i=1,.., n; j=1,.., S. С ее помощью для 

изображений g  I, f  F 

1, , 1, , 1, ,

( , ) ( , ) ( , )Fi Fi Fi ij Ij
i n j S i n

f x y f x y f S x y
     

      ; 

1, ,

( , ) ( , )Ij Ij
j S

g x y g x y
 

  , 

структурные представления моделей Mg и Mf могут 
быть представлены в виде взаимных морфологических 
мозаичных моделей Mg |I

 = MgI и Mf |I
 = Mf I. В форме вза-

имного реляционного представления запишем: 

 
1, ,

( , ),1 ,gI j Ij
j S

G I x y
 

    

 
1, , ; 1, ,

, ,1Ij Ijl Ijl
j S l S

b q
   

r . 

{1: ;0 : }, 1,.., ; 1,..,Ijlb j l j l j S l S     , 

 : ;0 : , 1, , ; 1, , .Ijl IJ lq g g j l j l j S l S         

 
1, ,

,( , ),1fI j Ij
j S

G I x y
 

    

 
1, , ; 1,.., .

, ,1IFj IFjl IFjl
j S l S

b q
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r  

}
1, , 1,.., 1,.., ; 1, ,

IFjl Fik ij kl
i n k n j S l S

b b S S
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 
 

 
  , 

 в противном случае,  1 ;0ij i jS F I      

 
1, , ; 1,...

[0,1],IFjl Ilj IFjj IFjl j S l S
b b b b

  
   , 

 
1,., ; 1,.. ,

[0,1],Fik Fkl Fii Fik i n k n
b b b b

 
   , 

1, ,

: ;0 : ,

1, , ; 1, , .

IFjl IFj Fi ij
i n

q f f S j l j l

j S l S

 

 
    
 

   

  

Оператор PF диффузной фильтрации изображения 
g  I по нечеткой модели формы F имеет вид: 

1, ,

( , ) ( , ) ( , )F F IFj Ij
j S

g x y P g x y g x y
 

   , 

1, ,

, 1, ,IFj IFjl Il
l S

g g j S
 

    , 

IFj IFjl IFj 
1, ,

/l q
q S

b b
 

   . 

Отсюда 

2 2

1, ,
I Ij

j S

g g
 

  , 

2
2 2

1, , 1, , 1, ,
F IFj IFjl Il

j S j S l S

g g g
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 
   

 
   . 

Примем те же предположения о плотностях рас-
пределении значений яркости gI1,…, gIS:  gIj

  = 0, 
 gIj

 gIl
  = {2, если j = l; 0 – в противном случае}, где  – 

дисперсия распределения p (gIj). 
С учетом введенных предположений и обозначе-

ний средний квадрат нормы изображения g формы I 
имеет вид: 

2 2
Ig S  . 

Средний квадрат нормы отфильтрованного изоб-
ражения gF: 
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2
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IFjl
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1, , 1, , 1, ,

2 2 2 2

1, , , ,

2

, , 1, ,

.

j
I IFjl IlIF

j S j S j S
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j S l S t S

IFjl IFjt Il It
j S l S t S

IFjl IFjl
j S l I S j I S l S

g g g
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     

     

       

 
    

 

  
     

  

   

     

  

  

  

   

 

Подставляя соответствующие выражения, получаем: 

   2 2 2

1, , 1, ,

2

1, , 1, ,

2, /

(1/ ) .

M G IFjl
j S l S

IFjl
j S l S

K I P S

S

   

   

    

 

 

 
 (31) 

По аналогии с (21) нормированный морфологиче-
ский показатель степени упрощения (МПСУ) для не-
четкого оператора PF

 = P(g,F,) принимает вид: 

 
   

( , ) ( , , )

2 2
( , , ) ( , , )

2

, , , ,

, / ,

1 / ,

M I O g F

M g O mean M g F

IFjl
j I S l I S

K P

K I P K I P





   



 

  
 (32) 

или в непрерывной форме 

  2
( , ) ( , , ) 1 / ( , , , )M I O g F FK P x y u v dx dy du dv

 
    ,(33) 

где F(x,y,u,v) – диффузное ядро оператора P(g,F,), свя-
занное с реляционной моделью bF(x,y,u,v) формулой ве-
роятностной нормировки: 

( , , , ) ( , , , ) / ( , , , )F F Fx y u v b x y u v b x y a b da db


   . 

Смысл выражения (33) становится наиболее 
ясен в форме 

 ( , ) ( , , )

2

2
1 / ( , , , )

M I O g F
F L

K P x y u v   . (34) 

Заметим, что, как мы показали выше, в случае 
четкой мозаичной формы 

2

2
( , , , )

F L
x y u v n  , 

где n – число областей разбиения формы F. Т.е. квадрат 
нормы ядра диффузного оператора как показатель силы 
упрощения является аналогом числа областей разбиения 
базовой формы пытьевского мозаичного проектора. 

Связь сложности формы и степени модификации 
в диффузных мозаичных морфологиях 

Выше мы показали, что для четких мозаичных 
форм справедливо утверждение, связывающее упоря-
доченность форм по сложности и силу модификации 
соответствующих проекторов: 

   ( , ) ( , )

( , , , )

( , , , ) .

F

G M I O F M I O G

F G b x y u v

b x y u v K P K P

  

  
 

Иными словами, если в форме F некоторые пиксе-
лы дополнительно связаны между собой отношением 
«равны по яркости» по сравнению с формой G, то и 
соответствующий фильтр PF упрощает сильнее, чем 
PG. Отсюда мы имеем для четких форм: 

2 2

2 2

( , , , ) ( , , , )

( ., , , ) ( , , , )

F G

F GL L

b x y u v b x y u v

x y u v x y u v

 

   
 (35) 

Логично было бы предположить, что такое же со-
отношение имеет место и для нечетких форм. Однако 
это необходимо проверить. 

Рассмотрим задачу в следующем простейшем виде. 
Пусть имеются две нечеткие формы GfIF и GgIG с реля-
ционными моделями сходства пикселов соответственно 

 
1, ; 1,..,IFjl j S l S

b
 

,  
1, , ; 1, ,
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b b b b
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   , 

1, ,

/ , 1, , ; 1,...,IFjl IFjl IFjq
q S

b b j S l S
 

     , 

 
. ;1,.. , 1,..,

,IGjl j S l S
b

   
1, , ; 1, ,

[0,1], ,IGjl IGlj IFj IFjl j S l S
b b b b

   
    

1,.., ; 1,..,
1, ,

/ ,IGjl IGjl IGjq j S l S
q S

b b  
 

   . 

Аналогом гипотезы (34) в такой дискретной моде-
ли будет утверждение 

 

 

2
1, , ; 1, ,

1, , 1, ,

2 2 2

1, , 1, , 1, , 1, ,

0.

IFij IGij IFjlj S l S
j S l S

IGjl IGjl IFjl
j S l S j S l S

b b
   

   

       

   

     

 

   
 (36) 

Рассмотрим простейший частный случай, когда мо-
дели связи пикселов bIF и bIG совпадают всюду, кроме 
пары пикселов под номерами r и t, причем, естественно, 

, IFrt IFtr IGrt IGtrr t b b f b b g      . 

Очевидно, это несовпадение приведет к несовпа-
дению только r-й и t-й строк нормированных по стро-
кам матриц IFjl и IGjl. Соответственно условие (26) 
принимает вид: 
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Обозначим дополнительно 

 

2 2 , 1
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или 

2(2 ( ) ( ) 2 0) ( )YX Y f g X f g Xfg f g         

или 

  22 ( ) ( ) 0X Y fg Y X f g     . (37) 

Заметим, что если условие (37) окажется тожде-
ственно истинным, то тем самым мы докажем спра-
ведливость (36) не только в частном, но и в общем 
случае (по индукции), поскольку между любыми 
двумя реляционными моделями всегда можно вы-
строить непрерывную цепочку нечетких форм, в ко-
торых значения отличаются лишь в одном пикселе. И 
наоборот, если удастся опровергнуть (37), то и (36) 
автоматически будет опровергнуто. 

Проверим полученное нами условие (37) на соот-
ветствие ранее выявленному факту, что для четких 
форм это условие всегда должно выполняться. Если 
формы F и G четкие, то ( f = g) или (( f = 1) и ( g = 0)), 
иб кроме того, X = Y, поскольку 

2{0,1}IFrq IFrq IFrqb b b X Y     . 

Отсюда (37) принимает вид 

2 22 0 0XY Y X X X      , 

что всегда верно, ведь X > 0. Таким образом, мы 
подтвердили прежний вывод относительно согла-
сованности по сложности четких форм и мозаич-
ных проекторов. 

Вернемся к общему случаю диффузных операто-
ров. Пусть заданы некоторые значения X, Y, f. Опре-
делим такое критическое значение g*, для которого 

    
     

* 2 *

* 2 2

2 0

2 / 2 .

X Y fg Y X f g

g XY f X Y Xf X Y

    

     
 (38) 

Если существует такой набор {X, Y, f}, для кото-
рого критическое значение g* (0, f ), значит, гипоте-
за (36) неверна. Выберем, например, вариант 

{ 2 , 1}X Y f    

     
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Y f
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Поскольку для любого Y  1: g* (0, f ), мы доказа-
ли, что гипотеза (36) неверна, т.е. степень упроще-
ния МПСУ для нечетких операторов P(g,F,), P(g,G,) не 
связана с отношением сложности bF(x,y,u,v)  bG(x,y,u,v), и, 
соответственно, меры сложности 

 
1
,( , , , )H F F L

b b x y u v   

  2
2 2

( , , , )L F F L
x y u v     

также между собой не согласованы. С точки зрения 
привычной логики оценки сложности мозаичных чет-
ких форм это очень странный результат: 

– в четких формах и соответствующих проекто-
рах, если мы усиливаем связь между пикселами в 
модели, то усиливается и степень сглаживания 
оператором по такой модели, а если ослабляем, то 
и сглаживание будет слабее; 
– но в нечетких формах и соответствующих диф-
фузных фильтрах это бывает не так: иногда связь 
между простотой формы и силой сглаживания 
прямая, а иногда обратная, т.е. порой мы ослабля-
ем связь между пикселами в модели, а сглажива-
ние усиливается. 
Еще удивительнее такое отсутствие связи между 

характеристиками модели и поведением оператора 
выглядит, если вспомнить, что для четких форм и 
проекторов L2(F)

 = n. Тогда получается, что в нечет-
ких формах n может как бы расти (снижение средней 
связанности пикселов – аналог разбиения областей), 
но фильтр при этом будет упрощать (сглаживать) 
изображение не слабее, а сильнее. 

Эта качественная разница в связи между реляци-
онными и операторными моделями для диффузных и 
проективных мозаичных линейных фильтров, по-
видимому, указывает на то, что для нечетких форм 
интерпретация только через связи между пикселами 
уже не является вполне адекватной. Поскольку пик-
селы имеют теперь не только полную (1) или отсут-
ствующую (0) связь, такая модель с разной силой свя-
зи ([0,1]) между пикселами уже указывает не только 
на степень их сходства, но и на степень их различия. 
Косвенным свидетельством этого является то, что 
собственные функции произвольных диффузных опе-
раторов не похожи по виду на характеристические 
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функции областей – они имеют положительные и от-
рицательные рецептивные поля. 

Заключение 

В данной работе на основе концепции УМ-
морфологии рассмотрена задача сравнения статисти-
ческих оценок свойств различных морфологических 
фильтров, построенных на основе мозаичных моде-
лей изображений. 

В качестве численных статистических оценок вве-
дены морфологический коэффициент степени моди-
фикации и морфологический коэффициент степени 
упрощения. 

Исследована связь меры сложности, меры просто-
ты и степени модификации в морфологии Пытьева. 
Показано, что мера ОГО-сложности H

 (F) непосред-
ственно связана с мерой простоты KM

2 (F, O). Эта 
связь является подтверждением внутреннего единства 
морфологического анализа Пытьева во всех его фор-
мах – атрибутной, реляционной, метрической и опе-
раторной. Она также демонстрирует внутреннюю 
связь между морфологическими инструментами 
сравнения по сходству / различию и сравнения по 
сложности. В частности, теперь установлена связь 
ОГО-метрики не только с мозаичным и реляционным 
представлениями мозаичных форм, но и с морфоло-
гическим проектором Пытьева, что до сих пор было 
совершенно неочевидно. 

На основе среднеквадратичного морфологического 
коэффициента корреляции введен нормированный 
морфологический показатель степени упрощения. Для 
данного показателя подтверждено, что чем проще мо-
заичная форма, тем сильнее сглаживает соответству-
ющий пытьевский проектор. Иными словами, в рамках 
четких пытьевских форм, если мы усиливаем связь 
между пикселами в модели, то усиливается и степень 
сглаживания оператором по такой модели, а если 
ослабляем, то и сглаживание будет слабее. 

На примере усредняющего и медианного мозаич-
ных фильтров рассмотрена задача сравнения различ-
ных мозаичных операторов по средней степени 
упрощения. Показано, в рамках вероятностной моде-
ли формы I c независимыми нормально распределен-
ными яркостями всех пикселов изображения фильтр 
P(g,F,med) в среднем упрощает в  / 2  1,57 раз слабее, 
чем P(g,F,mean). На примере мозаичной медианы в каче-
стве обобщения введено понятие УМ-операторов, 
упрощающих (неусложняющих) в статистическом 
смысле. Это более слабое определение, чем строгое 
требование неусложнения любого возможного изоб-
ражения. Статистическую УМ-морфологию (морфо-
логию статистических УМ-фильтров) можно считать 
корректным расширением строгой УМ-морфологии, 
поскольку все строгие УМ-фильтры, очевидно, явля-
ются также и статистическими УМ-фильтрами. 

Рассмотрена морфологическая корреляция моза-
ичной формы и диффузного мозаичного оператора. В 

качестве показателя силы упрощения оператора в 
диффузных мозаичных морфологиях предложено ис-
пользовать квадрат нормы ядра диффузного операто-
ра, являющийся аналогом числа областей разбиения 
базовой формы пытьевского мозаичного проектора. 

Исследована связь сложности формы и степени 
модификации в диффузных мозаичных морфологиях. 
Доказано, что гипотеза о наличии такой связи невер-
на, т.е. степень упрощения МПСУ для нечетких опе-
раторов не связана с отношением сложности для со-
ответствующих ядер: связь между простотой формы 
и силой сглаживания фильтра может быть как пря-
мой, так и обратной. Эта качественная разница в свя-
зи между реляционными и операторными моделями 
для диффузных и проективных мозаичных линейных 
фильтров, по-видимому, указывает на то, что для не-
четких форм необходима разработка более адекват-
ных оценок сложности. Это должно стать предметом 
дальнейших исследований в данном направлении. 
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Comparison of statistical properties for various morphological filters 
based on mosaic image shape models 
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Abstrtact 

We consider the statistical properties of different mosaic filters. We demonstrate that in 
Pitiev's morphology, the measure of shape complexity is directly related to the shape simplicity 
measure based on morphological correlation coefficient (MCC). Based on MCC, we introduce 
the normalized morphological simplification index (NMSI). Using NMSI, we show that the 
simpler the mosaic shape, the more shape simplification is provided by the corresponding Pyt’ev 
projector. For the examples of mean and median mosaic filters, we address the problem of dif-
ferent operator comparison. In this context we introduce the concept of statistically simplifying 
morphological operators. Morphological correlation of mosaic shape and diffusion mosaic oper-
ator is considered. We prove that the NMSI for the diffusion mosaic operator is not related to 
the complexity for the corresponding diffusion shape kernel. Thus, a principal qualitative differ-
ence in the relationship between relational and operator models for diffuse and projective mosa-
ic linear filters is demonstrated. 

Keywords: morphological image analysis, diffusion morphology, morphological correla-
tion, morphological operators, shape complexity. 
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