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Аннотация 

В данной работе исследуется применение многоканального датчика волнового фронта, 
согласованного с фазовыми распределениями в виде функций Цернике, для определения 
типа и величины аберрации в исследуемом волновом фронте. Подход основан на поэтапной 
компенсации аберраций волнового фронта на основе динамически перестраиваемого про-
странственного модулятора света. В качестве критериев успешного детектирования рас-
смотрены не только величина корреляционного пика, но и максимальная интенсивность, 
компактность и ориентация распределения в каждом дифракционном порядке. На основе 
численного моделирования показана работоспособность предложенного подхода для детек-
тирования как слабых, так и сильных (до длины волны) аберраций волнового фронта. 
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Введение 

Задача измерения и коррекции аберраций волно-
вого фронта часто встречается в оптике, например, в 
конструировании наземных телескопов, в системах 
оптической коммуникации, в промышленной лазер-
ной технике, в медицине и пр. [1 – 14]. Практически 
всегда измерение искажений волнового фронта вы-
полняется с целью их компенсации, в частности, 
средствами адаптивной или активной оптики [15 – 20]. 
Основными причинами аберраций волнового фронта 
являются: турбулентность атмосферы, неидеальность 
форм оптических элементов системы, погрешности 
при юстировке системы и др. 

Известно, что слабые аберрации (≤ 0,4λ) волново-
го фронта хорошо детектируются с использованием 
пространственных фильтров, согласованных с бази-
сом функций Цернике [21 – 26], в том числе при по-
мощи многоканальных дифракционных оптических 
элементов (ДОЭ) [27 – 30]. При усилении аберрации 
линейная аппроксимация волнового фронта стано-
вится неприемлемой [29, 30]; это объясняется тем, 
что вклад второго и последующих слагаемых разло-
жения волнового фронта в ряд Тейлора становится 
более значительным, что приводит к детектированию 
ложных аберраций.  

При сильных аберрациях (> 0,4λ), когда происхо-
дит существенное размытие фокального пятна, имеет 

смысл применять методы, ориентированные на ана-
лиз картины распределения интенсивности, формиру-
емой аберрированной оптической системой в одной 
или нескольких плоскостях. Для определения волно-
вого фронта в этом случае используются итерацион-
ные [31 – 35] и оптимизационные алгоритмы [10, 36], 
в том числе с применением нейронных сетей [37 – 42]. 
В свою очередь, этот подход демонстрирует значи-
тельные погрешности при малых аберрациях, когда 
функция рассеяния точки (ФРТ) близка к картине Эй-
ри идеальной системы [31].  

Таким образом, различные методы работоспособ-
ны при различных уровнях аберраций, и чтобы их 
применять, желательно определить этот уровень. Од-
ним из решений может быть применение дополни-
тельной оптической и цифровой обработки, напри-
мер, на основе динамически перестраиваемого про-
странственного модулятора света (ПМС). 

В данной работе для определения типа и величи-
ны аберрации в исследуемом волновом фронте пред-
лагается использовать многоканальный фильтр, со-
гласованный с фазовыми распределениями в виде 
функций Цернике. Динамическая перестройка филь-
тра позволяет как менять набор анализируемых типов 
аберраций, так и варьировать их величину. В качестве 
критериев успешного детектирования рассмотрены 
не только величина корреляционного пика, но и мак-
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симальная интенсивность, компактность и ориента-
ция распределения в каждом дифракционном поряд-
ке. На основе численного моделирования показана 
работоспособность предложенного подхода для де-
тектирования как слабых, так и сильных аберраций 
волнового фронта (от 0,1λ до λ).  

1. Теоретические основы 

Рассмотрим круговые полиномы Цернике, кото-
рые представляют собой полное множество ортого-
нальных функций с угловыми гармониками в круге 
единичного радиуса: 
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Аберрации волнового фронта, встречающиеся в 
оптических системах, обычно описываются в терми-
нах функций Цернике следующим образом: 
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где  – длина волны излучения,  – уровень аберра-
ции в долях длины волны, коэффициенты Cnm норми-
рованы. 

Функция рассеяния точки (ФРТ) для оптической 
системы, имеющей аберрации, может быть вычислена 
с использованием преобразования Фурье: 
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где  – длина волны; f – фокусное расстояние линзы. 
Для анализа волнового фронта будем использо-

вать многоканальный фильтр с комплексной функци-
ей пропускания следующего вида: 
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где pg (x, y) – функции, с которыми согласован соот-
ветствующий дифракционный порядок, положение 
которого в фокальной плоскости определяется про-
странственными частотами apq и bpq. 

Как правило, для анализа волнового фронта ис-
пользуют в качестве pg (x, y) функции (1) [7, 8, 27, 29, 
30]. Однако корректное детектирование в этом случае 
возможно только при малых уровнях аберраций. 
В работах [29, 30] было показано, что при уровне 

аберрации более 0,4λ использование такого фильтра 
приводит к ложному детектированию. 

Табл. 1. Соответствие функций Цернике  
типам аберраций 

N n m 
Тригонометрическое  

представление 
Вид 

аберрации 
0 0 0 1 Constant 

1 1 1 2 cos( )r   Tilt 

2 2 2 26 cos(2 )r   Astigmatism 

3 2 0 23 (2 1)r   Defocus 

4 3 3 32 2 cos (3 )r   
Zero curvature  
Coma (Trefoil) 

5 3 1 32 2(3 2 )cos ( )r r   Pure coma 

6 4 4 410 sin (4 )r   Quadrofoil 

7 4 2 4 210 (4 3 )cos (2 )r r   
2th order  

Astigmatism 

8 4 0 4 25 (6 6 1)r r   Spherical 

В данной работе предлагается использовать фильтр, 
согласованный с фазовыми функциями Цернике: 

   0, exp ,pq pqx y ik Z x y     . (7) 

Очевидно, для определения уровня некоторой 
аберрации в волновом фронте необходимо иметь в 
фильтре набор функций (7) с различными k. Таким 
образом, можно получить фильтр, настроенный на 
одну конкретную волновую аберрацию с величиной в 
диапазоне от 1 до Kmax. 

Для того, чтобы детектировать другой тип волно-
вой аберрации, необходимо каждый канал разбить на 
Nmax дополнительных каналов. Для этого в разных 
дифракционных порядках должны быть закодирова-
ны разные волновые аберрации с различными k. 
Функция пропускания такого фильтра будет иметь 
следующий вид: 
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Стоит заметить, что количество каналов фильтра 
ограничено разрешающей способностью дифракци-
онного оптического элемента, а точность величины 
детектируемой аберрации напрямую зависит от коли-
чества каналов Kmax Nmax. 

Так как фильтр (8) можно реализовать на основе 
динамического транспаранта, например, жидкокри-
сталлического модулятора света, то число каналов 
можно сократить за счёт определённой задержки по 
времени на перестройку фильтра на разные наборы 
каналов. Более того, при наличии дополнительного 
адаптирующего устройства можно организовать ите-
рационный процесс пошаговой компенсации аберра-
ции [33 – 35]. 
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Критерием успешной компенсации может счи-
таться формирование корреляционного пика в одном 
из дифракционных порядков. 

2. Численное моделирование  

Зададим анализируемое поле как волновой фронт 
(3) – (4), содержащий функцию Цернике (n, m) = (3, 1) 
(соответствует коме, N = 5) с величиной, равной 
 = 0,5λ. 

а)    б)  
Рис. 1. Амплитуда (а) и фаза (б) волнового фронта, 

искажённого аберрацией типа кома (n,m) = (3,1) (N = 5) 
величиной  = 0,5λ 

2.1. Согласование фильтра с типом аберрации  

Рассмотрим сначала фильтр (8), настроенный на 
различные типы аберраций (функции Цернике) с 
одинаковым уровнем k: 
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На рис. 2 показана амплитуда и фаза 8- канального 
фильтра с функцией пропускания (9), согласованно-
го с фазовыми функциями Цернике при 0

 = 0,1λ. Со-
ответствие дифракционных порядков индексам 
функций показано на рис. 2. 

а)    б)  
Рис. 2. Амплитуда (а) и фаза (б) 8-канального фильтра (9) 

при α0
 = 0,1λ 

Подадим на вход фильтра (9), настроенного на 
уровень аберраций 0

 = 0,1λ, анализируемый волно-
вой фронт, содержащий функцию Цернике (3, 1) 
(N = 5) с уровнем  = 0,5λ. Отметим, что уровень ана-
лизируемой аберрации значительно превышает (в 5 
раз) уровень, на который настроен фильтр. Очевидно, 
в этом случае не ожидается какой-либо компенсации, 
что хорошо видно на рис. 4 – ни в одном дифракци-
онном порядке не наблюдается корреляционный пик. 

Однако наибольшая интенсивность (рис. 5) всё же де-
тектируется в центре соответствующего дифракцион-
ного порядка с индексом N = 5 (по табл. 1 соответ-
ствует аберрации типа (3, 1) – Pure comе). 

 
Рис. 3. Схема соответствия индексов фазовых функций 

Цернике дифракционным порядкам фильтра (9) 

 
Рис. 4. Действие фильтра (9) с α0

 = 0,1λ  
при анализе аберрации N = 5 с  = 0,5λ 

 
Рис. 5. Распределение интенсивности  

в центрах дифракционных порядков для рис. 4 

Если фильтр (9) настроить на более высокий уро-
вень аберраций, в частности, согласовать с 0

 = 0,5λ, 
то картина в фокальной плоскости существенно из-
менится (рис. 6). Видно наличие выраженного корре-
ляционного пика в соответствующем дифракционном 
порядке. Кроме того, верное детектирование под-
тверждает распределение интенсивности среди цен-
тров дифракционных порядков (рис. 7). Причём те-
перь максимум для N = 5 значительно превышает 
остальные значения. 
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Если уровень аберраций в фильтре ещё увеличить 
до 0

 = λ, то корреляционный пик снова исчезнет 
(рис. 8), но максимум по-прежнему имеет место в со-
ответствующем дифракционном порядке (рис. 9), хо-
тя уже не такой выраженный. 

Таким образом, при наличии в волновом фронте 
одной выраженной аберрации можно не только её де-
тектировать, но и определить её уровень на основе 
итерационного подбора весов в оптическом фильтре. 

Критериями верного детектирования аберрации 
волнового фронта являются два фактора: наличие 

корреляционного пика в одном из дифракционных 
порядков фильтра и наибольшее значение интенсив-
ности в центре этого дифракционного порядка по 
сравнению с центрами других порядков. 

Такой подход не приводит к появлению ложных 
пиков даже при высоких уровнях аберраций, в отли-
чие от оптического разложения непосредственно по 
функциям Цернике [29, 30]. В табл. 2 показаны ре-
зультаты уверенного детектирования различных 
аберраций, согласованных с функциями Цернике, ве-
личиной  = λ. 

 
Рис. 6. Действие фильтра (9) с 0

 = 0,5λ  
при анализе аберрации N = 5 с  = 0,5λ 

 
Рис. 7. Распределение интенсивности  

в центрах дифракционных порядков для рис. 6 

 
Рис. 8. Действие фильтра (9) с 0

 = λ  
при анализе аберрации N = 5 с  = 0,5λ 

 
Рис. 9. Распределение интенсивности в центрах 

дифракционных порядков для рис. 8 

Табл. 2. Действие фильтра (9) с α0
 =  при анализе различных отдельных аберраций N с  = λ 

N 2 3 4 6 7 

Фаза анали-
зируемого 
волнового 
фронта 

     

Действие 
фильтра 
(амплитуда  
в фокальной 
плоскости) 

     
 

2.2. Согласование фильтра с уровнем аберрации 

Если нужно определить не только тип аберрации, 
но и более точно её уровень, то фильтр можно 
настроить лишь на один тип аберрации N0 с различ-
ными уровнями k: 
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Для анализа других типов аберраций фильтр мож-
но быстро перестроить, с учётом использования ди-
намического транспаранта. 

На рис. 10 показано действие 25- канального филь-
тра (10) для N0

 = 5 с различными k в диапазоне от 0,05λ 
до 1,25λ с шагом 0,05λ при освещении плоской волной. 
А в табл. 3 показано действие фильтра (10), согласован-
ного с различными функциями N0 при анализе волново-
го фронта с заданной аберрацией N = 5 при  = 0,5λ. 

Из табл. 3 видно, что минимальный радиус рассе-
яния при максимальном значении интенсивности ре-
гистрируется фильтром с параметром N0

 = 5, что со-
ответствует анализируемому полю. Рассмотрим более 
подробно распределение в фокальной плоскости 

фильтра и определим критерии обнаружения волно-
вой аберрации фильтром. 

На рис.  11 представлено более детально действие 
фильтра (10), согласованного с N0

 = 5 при анализе 
волнового фронта с N = 5. 

Из рис. 11 видно, что корреляционный пик (пунк-
тирная рамка) регистрируется в дифракционном по-
рядке для уровня k

 = 0,5λ (в соответствии со схемой, 
показанной на рис. 10). Максимум интенсивности 
(сплошная рамка) наблюдается в соседнем дифракци-
онном порядке (k

 = 0,45λ). Точкой симметрии, отно-
сительно которой происходит изменение ориентации 
(поворот) картины ФРТ, также является k

 = 0,5λ (это 
хорошо видно на рис. 12). 

 
Рис. 10. Схема соответствия значения уровня αk  

(в диапазоне от 0,05λ до 1,25λ с шагом 0,05λ)  
дифракционным порядкам фильтра (10) для N0

 = 5 

 
Рис. 11. Действие фильтра (10), согласованного с N0

 = 5  
при анализе волнового фронта с N = 5 при  = 0,5λ 

Табл. 3. Действие фильтра (10), согласованного с различными функциями N0  
при анализе волнового фронта с аберрацией N = 5 при  = 0,5λ 

N0 1 2 3 4 

Амплитуда 

    
N0 5 6 7 8 

Амплитуда 

    
 

На графиках рис. 12 хорошо видно, что картины 
ФРТ в дифракционных порядках изменяют свою ори-
ентацию при переходе через k

 = 0,5λ. Именно этот 
уровень имеет анализируемое поле. 

Таким образом, можно вести следующие эмпири-
ческие критерии: 

1. Формирование выраженного корреляционного 
пика в фокальной плоскости фильтра в области 
дифракционного порядка p: 

  0min ( , ), ( , )p
p

MSE F x y D x y MSE   , (11) 
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где D (x, y) – картина Эйри (ФРТ для круглой апер-
туры, соответствующая функции Бесселя 1-го по-
рядка, делённой на аргумент). 

2. Индикатор поворота ФРТ анализируемого ВФ в 
фокальной плоскости фильтра в области дифрак-
ционного порядка p относительно ФРТ анализи-
руемого ВФ в фокальной плоскости фильтра в об-
ласти дифракционного порядка q (для нечётных 
аберраций): 

, 1&1 2p qROT F F p q      . (12) 

3. Минимальное среднее квадратичное отклоне-
ние ФРТ анализируемого ВФ в фокальной плос-
кости фильтра в области дифракционного порядка 
p от ФРТ анализируемого ВФ в фокальной плос-
кости фильтра в области дифракционного порядка 
q (для чётных аберраций):  

  0min , &1 2p q
pq

MSE F F MSE p q      . (13) 

4. Максимальная интенсивность в области ди-

фракционного порядка p размера S × S: 

 2
max ( , )p i j

pij
F x y . (14) 

а)  

б)  
Рис. 12. Горизонтальное сечение (амплитуда)  
для строки 2 (а) и для строки 3 (б) рис. 11 

Среднее квадратичное отклонение ФРТ Fp
 (x, y) в 

области дифракционного порядка p размера S × S от 
ФРТ Fq

 (x, y) в области дифракционного порядка q 
размера S × S определяется следующим образом: 

 2

2
1 1

( , ), ( , )

1
( , ) ( , ) .

p q

S S

p i j q i j
i j

MSE F x y F x y

F x y F x y
S  

  

 
 (15) 

Индикатор поворота основан на оценке среднего 
квадратичного отклонения искомой ФРТ Fp

 (x, y) от 
ФРТ Fq

 (x, y), умноженной на матрицу поворота: 

( , ) ( ', ')ROT
q qF x y F x y , (16) 

где x′ = x cos ()  y sin (), y′ = x sin () + y cos (), – 

угол поворота.  

Если 0[ ( , ), ( , ))]R T
qp

OMSE F x y x yF MSE  и угол по-

ворота  равен 90 или 180 градусов, то индикатор по-

ворота ФРТ ROT [Fp
 (x, y), Fq

 (x, y)] = 1, иначе равен 0, 

MSE0 – задано на уровне 0,05. 
На основе анализа распределения интенсивности в 

фокальной плоскости с учётом предложенных крите-
риев можно определить диапазон, в котором лежит 
уровень анализируемой аберрации. Причём точность 
этого диапазона напрямую зависит от уровня зашум-
ления регистрирующего прибора. При помощи дина-
мически перестраиваемого ДОЭ, реализованного на 
пространственном модуляторе света, появляется воз-
можность уточнить уровень анализируемого ВФ либо 
взять среднее из уже детектированного диапазона. 

2.3. Согласование фильтра  
с типом и уровнем аберрации 

Рассчитаем 25- канальный фильтр с общей функцией 
пропускания (8), у которого по строкам изменяется диа-
пазон k от 0,1 до 1,0, а по столбцам – тип волновой 
аберрации (схема соответствия показана на рис. 13). 

На рис. 14 показано действие фильтра с функцией 
пропускания (8) при анализе волнового фронта с за-
данной аберрацией N = 5 при  = 0,5λ. Хорошо видно, 
что максимальное амплитудное значение зарегистри-
ровано в дифракционном порядке с закодированной 
волновой аберрацией Z5 уровня 0,5λ, причём экстре-
мум соответствует корреляционному пику. Кроме то-
го, из рис. 14 видно, что изменение ориентации ди-
фракционного порядка (поворот) происходит при пе-
реходе именно через этот дифракционный порядок 
(более наглядно это показано на рис. 15). 

Таким образом, данный дифракционный порядок 
удовлетворяет нескольким введённым выше критери-
ям. В табл. 4 показаны аналогичные результаты мо-
делирования для других типов аберраций. 

Заключение 

В данной работе проведено численное исследова-
ние многоканального датчика волнового фронта, со-
гласованного с фазовыми распределениями в виде 
функций Цернике.  

Рассчитано несколько вариантов фильтров, согла-
сованных с различными типами аберраций одного 
уровня, с одним типом аберраций разного уровня, и 
гибридный фильтр. Каждый из вариантов удобен для 
конкретной задачи. Гибридный фильтр имеет смысл 
применять для предварительного анализа, а фильтр, 
согласованный с различными уровнями, – для уточ-
нения. При использовании динамического транспа-
ранта возможна оперативная перестройка фильтров и 
пошаговая компенсация аберрации. 
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Рис. 13. Схема соответствия индексов  
и уровней дифракционным порядкам  

фильтра (8) 

 
Рис. 14. Действие фильтра с функцией пропускания (8)  
для некоторых ZN при анализе заданного искажённого 

волнового фронта. Обозначения: сплошная линия – максимум 
интенсивности и корреляционный пик, пунктирная – 

изменение ориентации (поворот) 

Табл. 4. Действие фильтра (8) при анализе различных отдельных аберраций N с  = λ 

N 2 3 4 

Фаза анализируемого  
волнового фронта 

   

Действие фильтра 
(амплитуда в фокальной 
плоскости) 

   
 

 
Рис. 15. Горизонтальное сечение (амплитуда)  

строки 5 рис. 14 

Выполнена поэтапная компенсация аберраций 
волнового фронта с применением предложенных ме-
тодов и критериев на численных тестовых примерах. 

Сформулированы критерии для определения 
аберрации анализируемого волнового фронта на ос-
нове области рассеяния (компактности), максималь-

ной интенсивности и ориентации каждого дифракци-
онного порядка в фокальной плоскости фильтра. На 
основе численного моделирования показана работо-
способность предложенной модели для детектирова-
ния аберраций волнового фронта в широком диапа-
зоне (от 0,1λ до λ). 

Учитывая широкий диапазон корректно детекти-
руемой величины аберраций при помощи предложен-
ного метода, областью применения может выступать 
измерение и коррекция аберраций волнового фронта 
в таких устройствах, как наземные телескопы и опти-
ческие микросеопы, в системах оптической коммуни-
кации, в промышленной лазерной технике, а также в 
офтальмологии. 

В дальнейшем авторы работы планируют разрабо-
тать и исследовать итерационный алгоритм коррек-
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ции сложного волнового фронта, описываемого су-
перпозицией полиномов Цернике. Учитывая, что в 
этом случае классический подход, базирующийся на 
формировании корреляционного пика, не актуален – 
будут расширены критерии определения аберраций и 
предложен итерационный алгоритм с поэтапной ком-
пенсацией волнового фронта на основе введённых 
критериев. 
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Abstract  

The use of a multichannel wavefront sensor matched with phase Zernike functions 
to determine the type and magnitude of aberration in the analyzed wavefront is investigated. The 
approach is based on stepwise compensation of wavefront aberrations based on a dynamically tun-
able spatial light modulator. As criteria for successful detection, not only the magnitude of the cor-
relation peak, but also the maximum intensity, compactness, and orientation of the distribution in 
each diffraction order are considered. On the basis of numerical simulation, the efficiency of the 
proposed approach is shown for detecting both weak and strong (up to a wavelength) wavefront 
aberrations. 

Keywords: wavefront aberrations, Zernike functions, wavefront sensor, multichannel diffrac-
tive optical element. 
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