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Аннотация 

С использованием функции временного отклика, функции размытия точки проанализи-
рованы пространственные и временные характеристики вырожденного четырехволнового 
преобразователя в многомодовом волноводе с резонансной нелинейностью. Для четырех-
волнового преобразователя при условии одномодовых с равными номерами мод волнами 
накачки получены зависимости ширины временного отклика от номера моды объектной 
волны, интенсивности первой волны накачки, длины волновода. Показано, что наибольший 
вклад в амплитуду объектной волны обусловлен модой волновода, номер которой совпадает 
с номерами мод одномодовых волн накачки. Для стационарного режима учет простран-
ственной структуры гауссовой волны накачки приводит с уменьшением ширины пучка 
накачки к монотонному уменьшению с последующим выходом на постоянное значение по-
луширины модуля функции размытия точки. При одномодовых волнах накачки с равными 
номерами мод с увеличением номера моды волн накачки наблюдается перераспределение 
энергии, сосредоточенной в побочных максимумах изображения точечного сигнала, улуч-
шение качества обращения волнового фронта. 
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Введение 

Волноводы с резонансной нелинейностью явля-
ются перспективными устройствами нелинейной оп-
тики. В таких устройствах подбором частот волн, 
взаимодействующих в среде, может быть реализовано 
высокое значение нелинейной восприимчивости, на 
несколько порядков превышающее значение нели-
нейной восприимчивости, например, в среде с кер-
ровской нелинейностью. Одновременно большая 
длина взаимодействия без существенного изменения 
на ней плотности мощности излучения взаимодей-
ствующих волн позволяет с высокой эффективностью 
наблюдать различные нелинейные явления при ис-
пользовании сравнительно маломощных источников 
излучения. В последнее время в литературе обсужда-
ется возможность использования четырехволновых 
взаимодействий в многомодовых волноводах для ре-
шения задач адаптивной оптики, пространственной и 
временной обработки сигналов, квантовой крипто-
графии, интерферометрии и т.д. [1 – 13]. 

Решение этих задач невозможно без ответа на во-
прос о соответствии пространственно-временной 
структуры отраженной (объектной) волны с про-

странственно-временной структурой падающей (сиг-
нальной) волны [14 – 31].  

Если пространственные и временные характери-
стики вырожденных ( +  –  = ), квазивырожден-
ных ( + 1

 –  = 1) четырехволновых преобразова-
телей излучения, обращающих волновой фронт па-
дающей волны, в пространственно неограниченных в 
поперечном направлении средах с различным видом 
нелинейности, в том числе и с резонансной нелиней-
ностью, с использованием понятий функции размы-
тия точки, функции временного отклика, исследова-
ны достаточно подробно [14, 21, 27, 30 – 34], то изу-
чение характеристик четырехволновых преобразова-
телей в многомодовых волноводах с различным ти-
пом нелинейности, по мнению авторов, проводились 
в недостаточно полной мере [35 – 38]. В частности, 
отсутствуют работы по изучению временных харак-
теристик четырехволнового преобразователя в мно-
гомодовом волноводе с резонансной нелинейностью, 
влиянию на качество обращения волнового фронта 
(ОВФ) пространственной структуры падающих на 
грани волновода волн накачки. 

В настоящей работе анализируются простран-
ственные и временные характеристики вырожденного 



http://www.computeroptics.ru journal@computeroptics.ru 

28 Computer Optics, 2023, Vol. 47(1)   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1199 

четырехволнового преобразователя излучения в дву-
мерном параболическом волноводе с резонансной не-
линейностью в схеме со встречными волнами накачки. 

1. Уравнения, описывающие четырехволновое 
взаимодействие 

Пусть имеется многомодовый волновод с резо-
нансной нелинейностью, расположенный вдоль оси 
Z между плоскостями z = 0 и z = . Волновод состоит 
из вещества с показателем преломления n (x) и ко-
эффициентом поглощения 0. В состав вещества 
волновода входит ансамбль частиц с коэффициен-
том поглощения 1

 << 0. Энергетическое состояние 
частиц описывается трехуровневой системой с воз-
бужденными синглетным и триплетным уровнями. 
Число частиц в основном, возбужденных синглет-
ном и триплетном уровнях – (N1), (N2) и (N3) соот-
ветственно.  

В волноводе распространяются две волны накачки 
с комплексными амплитудами A1, A2 и сигнальная 
волна с комплексной амплитудой A3. Наличие ансам-
бля частиц приводит к появлению составляющей ре-
зонансной нелинейной поляризации, пропорциональ-
ной 1 2 3A A A , которая и выступает в качестве источни-
ка объектной волны с комплексной амплитудой A4. 
Волновой фронт объектной волны «обращен» по от-
ношению к волновому фронту сигнальной волны. 

В среде с нелинейным коэффициентом поглоще-
ния вырожденное четырехволновое взаимодействие 
описывается уравнением Гельмгольца вида [39] 

     2 2 2
0 12 0,k n x ik A A          (1) 

где  
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        – волновое чис-

ло,  – циклическая частота излучения, c – скорость 
света в вакууме, 12 (21) – сечение поглощения (излу-
чения) между основным и возбужденным синглетным 
уровнями. 

Уравнение (1) дополняется системой кинетиче-
ских уравнений [40] 
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Здесь I = AA* – интенсивность излучения, ij – вероят-
ность безызлучательных переходов между i и j энер-
гетическими уровнями. Cчитаем, что общая концен-
трация частиц N = N1

 + N2
 + N3 не меняется во времени, 

не зависит от пространственных координат. 

2. Вывод выражений для функции временного 
отклика и функции размытия точки 

Разложим амплитуды взаимодействующих волн по 
модам волновода, не содержащего ансамбль частиц, 
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Здесь p
 (x, z) = ̃p(x) exp (– ip z) – p-я мода волновода, 

p – комплексная постоянная распространения p-й 
моды, M – число отсечки, ajp

 (z, t) – коэффициенты в 
разложении амплитуд волн по модам волновода, 
j = 1  14. 

Четырехволновое взаимодействие будем рассмат-
ривать, используя приближение заданного поля по 
первой волне накачки ( |A1| >> |Aq|, q = 1  3) и условие 
малого коэффициента отражения ( |A4

 /A3| << 1). Учи-
тывая выражение для интенсивности 

1 1 1 3 1 3I A A A A A A     , 

представим заселенности энергетических уровней в 
виде 
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Здесь Nj0 и Ñjp – средние значения и коэффициенты в 
разложении заселенностей энергетических уровней 
по модам волновода. 

Из уравнения Гельмгольца с учетом (3 – 4) полу-
чим систему уравнений, описывающую изменение 
вдоль оси волновода коэффициентов в разложении 
амплитуд взаимодействующих волн по модам волно-
вода, вида  
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Здесь      mpr m p rf x f x f x dx       – интеграл пере-

крытия трех мод волновода. Считаем, что вероятности 
вынужденных переходов с основного состояния в 
возбужденное синглетное и обратно совпадают, т.е. 
12

 = 21. 
При выполнении условий на гранях волновода 
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из (5) найдем на передней грани волновода коэффи-
циенты в разложении амплитуды объектной волны по 
модам волновода 
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Временные зависимости коэффициентов Ñ1p(z, t) и 
Ñ2p(z, t) однозначно определяют зависимость от време-
ни коэффициентов в разложении амплитуды объект-
ной волны по модам волновода. 

Будем считать, что первая волна накачки возбужда-
ет в волноводе одну моду с номером n. С учетом (4) 
система уравнений (2) распадается на две связанные 
системы уравнений: 

1) для средних значений заселенности 
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2) для коэффициентов в разложении заселенностей энергетических уровней по модам волновода 
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Пусть в начальный момент времени (t = 0) все ча-
стицы находятся на основном энергетическом уровне 

   10 20,300 , 0 0,N t N N t     (10) 

 , 0 0, 1 3.jpN z t j     (11) 

Используя систему уравнений (8) с учетом 
начальных условий (10), при условии, что амплитуда 
первой волны накачки не меняется с течением време-

ни   0
1na t const , найдем значения средних заселен-

ностей основного и возбужденного синглетного энер-
гетических уровней, среднее значение коэффициента 
поглощения ансамбля частиц 
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Зная N10 и N20, решая систему уравнений (9) с учетом 
начальных условия (11), найдем коэффициенты в раз-
ложении заселенностей энергетических уровней по 
модам волновода [37] 
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   



 

Для определения 1,2
np  в выражении для 1,2 необ-

ходимо заменить I0
 (x, z) на Ĩnp

 (z). 
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Подставив (13) и (14) в (7), найдем коэффициенты 
в разложении амплитуды объектной волны по модам 
волновода 

     0
4 3

0 0

0, , .
tM

r nsr s
s

a z t t t a t dt



      (15) 

Здесь 
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    









  

 (16) 

функция временного отклика, 
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nmsr n m s r
       – волновая расстройка. 

Функция временного отклика устанавливает одно-
значную связь между временными зависимостями r-
го и s-го коэффициентов в разложении по модам вол-
новода амплитуд объектной и сигнальной волн. 

Для четырехволнового преобразователя излучения 
в волноводе, удовлетворяющем условию Re (nmsr)  0, 
Re (nmsr) >> 1 (длинный волновод), в случае одномо-
довой второй волны накачки, интенсивность которой, 
как и интенсивность первой волны накачки, не зави-
сит от времени   0

2ma t const , а номер моды совпа-
дает с номером моды первой волны накачки (n = m), 
временная зависимость r-го коэффициента в разло-
жении по модам волновода амплитуды объектной 
волны полностью определяется зависимостью от 
времени r-го коэффициента в разложении амплитуды 
сигнальной волны по модам волновода 

     0
4 3

0

0, , .
t

n m
r nrr ra z t t t a t dt       (17) 

Если номера мод одномодовых волн накачки не 
совпадают (n  m), то основной вклад в амплитуду 
объектной волны определяет мода волновода с номе-
ром, равным номеру моды второй волны накачки 

     0
4 3

0

0, , .
t

r m
r nnm s na z t t t a t dt 

      (18) 

Для длинного волновода и равных номеров мод 
одномодовых волн накачки при установившемся ре-
жиме (10

 (x, z, t) = 10
 (x, z)) функция временного от-

клика является однородной функцией вида 
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         









  

(19) 

Знание функции временного отклика позволяет 
установить однозначную связь между временными 
зависимостями комплексных амплитуд сигнальной и 
объектной волн. 

Если в качестве сигнальной волны взять волну от 
точечного источника (A3

 (x, z = 0) =  (x – x0), x0 – рас-
стояние от источника до оси волновода), то с учетом 
(19) выражение для амплитуды объектной волны 
(функция размытия точки (ФРТ)) можно записать 
следующим образом 

       0 0
0 0 0

, , , 0 , .
tM M

r s nsr
r s

G x x t z f x f x t t dt
 

       (20) 

При использовании четырехволновых преобразова-
телей излучения в системах коррекции фазовых иска-
жений вид ФРТ позволяет определить качество восста-
новления волнового фронта, пространственные и вре-
менные характеристики оптически неоднородной сре-
ды, которые могут быть скомпенсированы при обрат-
ном прохождении через эту среду волны с ОВФ [14]. 

3. Обсуждение результатов 

В качестве двумерного волновода рассмотрим 
волновод, показатель преломления которого меняется 
по параболическому закону 

 
2

2 2
1 1 2 ,

x
n x n

a

      
   

 

где a,  – параметры, задающие изменение показателя 
преломления. Модами волновода являются функции 
Гаусса–Эрмита [41] 
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Здесь  02pH x   – функция Эрмита p-го порядка, 
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Пусть частицы характеризуются параметрами 
12

 = 21
 = 10 –16 см2, 21

 = 1,54 109с –1, 23
 = 5,6 108с –1, 

31
 = 1,28 103с –1, N = 2,2 10 13 см –3 [40, 42]. В парабо-

лическом волноводе (n1
 = 1,36, 0

 = 0,1 см –1, 
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0
 =1,141 мкм) распространяется излучение на длине 

волны  = 0,53 мкм. 

3.1. Функция временного отклика 

Численный анализ выражения (19) c учетом приосе-
вых мод [17] показывает монотонное уменьшение зна-
чения функции временного отклика с течением време-
ни. Введем понятие ширины функции временного от-
клика. Это временной отрезок (nr), в течение которого 
значение функции временного отклика по сравнению с 
максимальным значением уменьшается в 2 раза 

   1
0 .

2
nrr nr nrrt t t t          (23) 

В случае малой интенсивности первой волны 
накачки   2

0 0 010 , 0, 0m mbI I I x z     и при усло-
вии 1 0np  , что справедливо для случая 31

 << 21, 
23 и почти всегда реализуется в трехуровневой схеме 
с триплетным метастабильным уровнем [40], ширина 
временного отклика определяется выражением 

1

21 2 2

1 1
ln 1 .

2

nr

nr nr nr

B

B

  
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 (24) 

Ширина временного отклика nr не зависит от 
длины волновода, номеров мод волн накачки, объ-
ектной волны, полностью определяется параметрами 
ансамбля частиц. 

При большой интенсивности первой волны накачки 
 0 10mbI   с увеличением длины волновода ширина 
временного отклика увеличивается, выходя на постоян-
ное значение 0

nr  (рис. 1а). Рост интенсивности волны 
накачки увеличивает разность между значением 0

nr  и 
значением ширины временного отклика при длине вол-
новода (1), начиная с которой волновод можно считать 
длинным (для параболического волновода 

2
1 1 010kn  ). Ширина временного отклика 0

nr  с уве-
личением интенсивности волны накачки уменьшается. 

Максимальное значение временного отклика 
(m = (t – t = 0)) с увеличением длины волновода воз-
растает, выходя затем на постоянное значение. Вели-
чина этого постоянного значения увеличивается с ро-
стом интенсивности первой волны накачки (рис. 1б). 
Коэффициент поглощения 0 в основном определяет 
длину волновода, на которой максимальное значение 
функции временного отклика выходит на постоянное 
значение. 

При интенсивности первой волны накачки 
0 15mbI   наибольшее значение максимума временно-

го отклика наблюдается при совпадении номера моды 
в разложении амплитуды объектной волны по модам 
волновода с номером моды волн накачки (рис. 2). 
Именно эта мода волновода дает наибольший вклад в 
амплитуду объектной волны. 

В случае одномодовых волн накачки с номером 
моды n = m = 0 при 3

0 10mbI   с увеличением номера 
моды в разложении амплитуды объектной волны по 

модам волновода ширина временного отклика увели-
чивается, выходя на постоянное значение 0 (рис. 3а). 
Причем разность между 0 и значением 00 с увели-
чением интенсивности первой волны накачки возрас-
тает. При номерах мод волн накачки n = m  0 с увеличе-
нием номера моды в разложении амплитуды объектной 
волны по модам волновода ширина временного отклика 
осциллирующе меняется около среднего значения 
(рис. 3б). Амплитуда осцилляций с ростом номера моды 
волн накачки уменьшается, а с ростом интенсивности 
первой волны накачки увеличивается (рис. 3б). 
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Рис. 1. Зависимость ширины (а), максимального значения (б) 
временного отклика от длины волновода при т = к = 0,  

m 4 4 4
0bI = 27,4×10 (1),6,8×10 (2),1,7×10 (3),6,8 (4)  
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Рис. 2. Зависимость максимального значения функции 
временного отклика от номера моды объектной волны 
при  = 5 см а) n = 0, m

0bI = 1,6 ; б) n = 4, m
0bI = 0,6  
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Рис. 3. Зависимость ширины временного отклика от номера 
моды в разложении амплитуды объектной волны по модам 

волновода при  = 5 см,  

а) n = 0 
m 4 4 4
0bI = 1,7×10 (1),6,8×10 (2), 27,4×10 (3) ;  

б) n = 8 m 4 4 4
0bI = 0,5×10 (1), 2,0×10 (2),8,0×10 (3)  

Зависимость функции временного отклика не 
только от номера моды волн накачки, но и от номера 
моды в разложении амплитуды сигнальной волны по 
модам волновода свидетельствует о влиянии при 
больших интенсивностях волн накачки не только 
временной, но и пространственной структуры ком-
плексной амплитуды  3 , 0,A x z t   на временную за-
висимость комплексной амплитуды A4

 (x, z = 0, t). 

3.2. Функция размытия точки 

Выражение для ФРТ четырехволнового преобра-
зователя излучения (24) с учетом nsr

 (t, t) перепишет-
ся следующим образом 
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 (25) 

Здесь M1 – число приосевых мод. 
Выражение (25) описывает изменение во времени 

ФРТ четырехволнового преобразователя излучения в 
волноводе, заполненном ансамблем частиц. 

В стационарном случае (t  ∞) выражение для 
ФРТ преобразуется к виду: 
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(26) 

Численный анализ выражений (25 – 26) показыва-
ет, что основная доля энергии в изображении сигнала 
от точечного источника сосредоточена в центральном 
максимуме ФРТ. 

Пусть сигнальная волна распространяется от то-
чечного источника, расположенного на оси волновода 
(x0

 = 0). Будем характеризовать качество обращения 
волнового фронта (разрешающую способность) по-
лушириной центрального максимума модуля ФРТ 
( x), которая определяется из решения уравнения 

   0 0
1

, , , 0 0, , , 0 .
2

G x x x t z G x x t z       (27) 

Анализ выражения (26) показывает, что с увели-
чением номера одномодовых волн накачки наблю-
дается перераспределение энергии, сосредоточенной 
в «хвостах» ФРТ, и уменьшение полуширины моду-
ля функции размытия точки (рис. 4). Улучшение ка-
чества ОВФ с ростом номера моды волн накачки, 
по-видимому, связано с более «равномерным» рас-
пределением с увеличением номера моды интенсив-
ности волн накачки по поперечному сечению волно-
вода [31, 43]. 

0 5 100,20
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0

x
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Рис. 4. Зависимость полуширины модуля ФРТ от номера 

мод волн накачки при  = 5 см, m
0bI = 3,2  

С увеличением интенсивности первой волны 
накачки полуширина модуля ФРТ монотонно умень-
шается. При этом максимальное значение модуля 
ФРТ вначале увеличивается, достигает наибольшего 
значения, а затем уменьшается. Характер зависимо-
сти полуширины модуля ФРТ четырехволнового пре-
образователя излучения в параболическом волноводе 
от номера моды волн накачки, интенсивности первой 
волны накачки сходен с аналогичными зависимостя-
ми для четырехволнового преобразователя излучения 
в волноводе с зеркальными стенками с резонансной 
нелинейностью [37]. 
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Пусть первая волна накачки является одномодо-
вой с номером моды n = 0, а амплитуда второй волны 
накачки в зависимости от поперечной координаты на 
задней грани волновода меняется по Гауссову закону 

 
2

2 2
, exp .

x
A x z

d
   
 

   

Здесь d – радиус пучка накачки. В качестве частиц 
рассматривались частицы, моделируемые двухуров-
невой схемой энергетических уровней. При d  0,50 
уменьшение радиуса Гауссова пучка накачки приво-
дит к уменьшению полуширины модуля ФРТ (рис. 5). 
В случае многомодовых волн накачки функцию размы-
тия точки четырехволнового преобразователя можно 
представить в виде суммы ФРТ, соответствующих од-
номодовым волнам накачки. Когерентное сложение та-
ких ФРТ и приводит при учете Гауссовой структуры 
второй волны накачки к улучшению разрешающей спо-
собности четырехволнового преобразователя излучения. 
Сходная зависимость полуширины модуля ФРТ от 
радиуса Гауссова пучка накачки наблюдается для че-
тырехволнового преобразователя излучения в волно-
воде с тепловой нелинейностью [38].  

В диапазоне 0,050
  d  0,50 с коэффициентом 

корреляции 0,97 приближенное выражение, устанав-
ливающее связь между полушириной модуля ФРТ че-
тырехволнового преобразователя излучения и радиу-
сом пучка накачки, есть: 

00,266 .x d      (28) 

Здесь  = 0,150; 0,072 при 0 12 212 0,16;1,6mI     
соответственно. 

Выражение (28) позволяет оценить влияние на 
разрешающую способность четырехволнового преоб-
разователя как радиуса пучка накачки, так и попереч-
ных размеров волновода. 
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Рис. 5. Уменьшение полуширины модуля ФРТ при изменении 
радиуса пучка накачки при  = 5 см, m

0 12 212I σ δ =0,16 (1);1,6 (2)  

Заключение 

С использованием функции временного отклика 
для четырехволнового преобразователя излучения в 
двумерном параболическом волноводе с резонансной 
нелинейностью проанализирована связь между вре-
менными зависимостями амплитуд объектной и сиг-
нальной волн.  

Показано, что при большой интенсивности первой 
волны накачки зависимость от времени амплитуды объ-
ектной волны на передней грани волновода определяет-
ся не только временными зависимостями амплитуд сиг-
нальной волны, волн накачки на гранях волновода, но и 
их пространственной структурой. При одномодовых 
волнах накачки с равными номерами мод: 

1) зависимость от времени r-го коэффициента в 
разложении по модам волновода амплитуды объект-
ной волны полностью определяется временной зави-
симостью r-го коэффициента в разложении по модам 
волновода амплитуды сигнальной волны;  

2) наибольший вклад в амплитуду объектной вол-
ны дает мода волновода, номер которой совпадает с 
номером моды волн накачки;  

3) при n = 0 увеличение номера моды в разложе-
нии амплитуды объектной волны по модам волно-
вода приводит к росту ширины функции временно-
го отклика с последующим выходом на постоянное 
значение. 

С использованием выражения для ФРТ при стаци-
онарном режиме четырехволнового взаимодействия 
показано, что в случае одномодовых волн накачки с 
n = m увеличение номера моды волн накачки, рост ин-
тенсивности первой волны накачки приводит к пере-
распределению энергии, сосредоточенной в «хво-
стах» функции размытия точки и, следовательно, к 
улучшению разрешающей способность четырехвол-
нового преобразователя излучения. При распределе-
нии по Гауссову закону на задней грани волновода ам-
плитуды второй волны накачки наблюдается с умень-
шением радиуса пучка накачки монотонному умень-
шению с последующим выходом на постоянное значе-
ние полуширины модуля функции размытия точки, что 
свидетельствует об улучшении качества ОВФ. 

Заметим, что, хотя численный анализ простран-
ственных и временных характеристик четырехволно-
вого преобразователя излучения в длинном волново-
де с резонансной нелинейностью проводился для 
конкретных параметров ансамбля частиц 
(12

 = 21
 = 10 –16 см2, 21

 = 1,54  109 c –1, 23
 = 5,6  108 c –1, 

31
 = 1,28  103 c –1, N = 2,2  1013 см –3), волновода с па-

раболическим профилем показателя преломления 
(n1

 = 1,36, 0
 = 0,1 см –1, 0

 = 1,141 мкм), длины волны 
взаимодействующих волн  = 0,53 мкм, изменение 
значений этих параметров в рамках используемых 
приближений не меняет существенно характер полу-
ченных зависимостей. 
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Spatial and time characteristics of a four-wave radiation converter 
in a parabolic waveguide with resonant nonlinearity 
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Abstract  

Spatial and temporal characteristics of a degenerate four-wave converter in a multimode wave-
guide with resonant nonlinearity in a scheme with counter-pumping waves are analyzed using the 
time response function and the point spread function. For single-mode pump waves with equal 
mode numbers, the dependences of the time response width on the waveguide length, the intensity 
of the first pump waves, and the mode number in the mode expansion of the object wave ampli-
tude are obtained for the four-wave converter. The greatest contribution to the object wave ampli-
tude is shown to be from the waveguide mode whose number coincides with the mode number of 
single-mode pump waves. For the stationary model, taking into account the spatial structure of the 
Gaussian pump wave leads to a monotonous decrease with a decrease in the pump beam width, fol-
lowed by a constant value of the PSF module width. With single-mode pump waves with equal mode 
numbers, An increase in the mode number of the pump waves leads to a redistribution of energy con-
centrated in the side maxima of the point signal image and improvement in the quality of the wave-
front reversal for a model with single-mode pump waves with equal mode numbers.  

Keywords: four-wave converter of radiation, parabolic waveguide, resonant nonlinearity, point 
spread function, time response. 
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