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Аннотация 

Использование традиционных методов алгебраической топологии для получения ин-
формации о форме объекта связано с проблемой формирования малого количества инфор-
мации: чисел Бетти и характеристик Эйлера. Центральным инструментом топологического 
анализа данных является метод персистентной гомологии, который суммирует геометриче-
скую и топологическую информацию в данных с использованием персистентных диаграмм 
и баркодов. На основе методов персистентной гомологии может быть выполнен анализ то-
пологических данных для получения информации о форме объекта. Построение перси-
стентных баркодов и персистентных диаграмм в вычислительной топологии не позволяет 
построить гильбертово пространство со скалярным произведением. Возможность примене-
ния методов топологического анализа данных основана на отображении персистентных 
диаграмм в гильбертово пространство; одним из способов такого отображения является ме-
тод построения персистентного ландшафта. Его преимущества заключаются в том, что он 
обратим, поэтому он не теряет никакой информации и имеет свойства персистентности. 

В работе рассматриваются математические модели и функции представления объектов 
персистентного ландшафта на основе метода персистентной гомологии. Рассмотрены мето-
ды преобразования персистентных баркодов и персистентных диаграмм в функции перси-
стентного ландшафта. С функциями персистентного ландшафта ассоциируется ядро перси-
стентного ландшафта, которое формирует отображение в гильбертово пространство со ска-
лярным произведением. Предложена формула для определения расстояния между перси-
стентными ландшафтами, которая позволяет находить расстояния между изображениями 
объектов.  

Функции персистентного ландшафта отображают персистентные диаграммы в гильбер-
тово пространство. Приведены примеры определения расстояния между изображениями на 
основании построения функций персистентного ландшафта этих изображений. Рассмотре-
ны представления топологических характеристик в различных моделях вычислительной то-
пологии. Расширены результаты для модулей персистентности с одним параметром на мно-
гопараметрические модули персистентности. 
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Введение 

В последние годы возрос интерес к использова-
нию методов алгебраической топологии для тополо-
гического анализа данных [1] и применению в раз-
личных областях знаний. Целью топологического 
анализа данных является определение информатив-
ных топологических свойств и использование их в 
качестве дескрипторов.  

Ключевым математическим инструментом в топо-
логическом анализе данных является метод перси-
стентных гомологий, который используется для из-
влечения топологической информации из данных. 
Рассмотрим способ формирования персистентной го-
мологии из точек данных в евклидовом пространстве. 

Целью является получение топологии из конечных 
данных. Рассмотрим r-шары (радиуса r) для рекон-
струкции топологии. Ожидается, что модель r-шаров 
может представлять основные топологические струк-
туры. Если r мал, то объединение всех r-шаров состо-
ит из непересекающихся r-шаров. Если радиусы r-
шаров слишком большие, то объединение становится 
одним пространственным компонентом. Персистент-
ная гомология [2] рассматривает все значения r одно-
временно и обеспечивает выражение для топологиче-
ских свойств.  

Персистентная гомология может быть визуализи-
рована персистентной диаграммой 
D = {(bi, di)  2|i  I, bi

  di}. Каждая точка (bi, di)  D, 
которая называется генератором персистентной го-
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мологии, представляет топологическое свойство, по-
являющееся при Xbi и исчезающее при Xdi в модели 
шаров с изменяющемся радиусом r; здесь bi – диа-
метр шара при появлении (birth) i-й персистентной 
гомологии; di – диаметр шара при исчезновении 
(death) i-й персистентной гомологии. Топологическое 
свойство с высокой персистентностью di

 – bi может 
рассматриваться как надежная структура, в то время 
как топологическое свойство с низкой персистентно-
стью может рассматриваться как шум. Персистент-
ные диаграммы кодируют топологическую и геомет-
рическую информацию о точках данных.  

Применение методов для получения информации 
о форме объекта для сложных систем большой раз-
мерности затруднено из-за методов адекватного 
представления функций, так как формирование 
баркодов не обеспечивает функциональную зависи-
мость [4]. Геометрический анализ характеризует ло-
кальную структуру, но приводит к сложности пред-
ставления данных. Элементы, полученные из тополо-
гических моделей, определяют глобальную внутрен-
нюю структурную информацию, но редуцируют мно-
го локальной структурной информации [5].  

Метод персистентных гомологий разработан для 
многомасштабного представления топологических 
признаков [1, 2, 6]; метод персистентных гомологий 
обеспечивает связь между топологическими и гео-
метрическими методами. Основная идея персистент-
ных гомологий – применение фильтрации для при-
своения каждому топологическому признаку геомет-
рической размерности. Процесс фильтрации генери-
рует серии симплициальных комплексов, кодируемых 
со структурной информацией различных масштабов. 
Персистентная гомология может быть представлена 
персистентным баркодом или персистентной диа-
граммой. 

Персистентные гомологии могут быть использо-
ваны для анализа топологических данных. Суще-
ствуют подходы к формированию персистентных го-
мологий, основанные на построении персистентных 
диаграмм. Однако стандартные меры для персистент-
ных диаграмм (например, расстояние Вассерштейна) 
не подходят для топологического анализа данных из-
за большого количества вычислительных операций. 
Одним из подходов к топологическому анализу дан-
ных является отображение персистентных диаграмм в 
гильбертово пространство на основе формирования 
функций персистентного ландшафта (landscape 
functions) [7, 8]. 

В работе представлено расширение результатов 
для модулей персистентности с одним параметром на 
многопараметрические модули персистентности. 
Многопараметрический персистентный ландшафт 
сводится к семейству ландшафтов персистентности с 
одним параметром. В пространстве Лебега измери-
мых функций Lp многопараметрических ландшафтов 
можно построить функции расстояния; естественная 

структура внутреннего произведения ландшафтных 
функций порождает положительно определенное яд-
ро. Использование многопараметрических функций 
персистентного ландшафта повышает разнообразие 
параметров, характеризующих форму объекта, точ-
ность определения расстояния между изображениями 
объектов. 

1. Персистентные гомологии  

Предположим, что k + 1 точек u0,, uk
  k аф-

финно независимы. Тогда симплекс – это множество 
точек: 

0 0
0

  1; 0, 0, , .
k

k k i i
i

C u u i k


 
         
 

  

Симплициальный комплекс K – это множество сим-
плексов, удовлетворяющее условиям: 1) каждая грань 
K принадлежит K; 2) [(1

  2)  1]  [(1
  2)  2]. 

Функцию на симплициальном комплексе K 
 : K  ; ()   ();   K, для любой грани   . 
Множество подуровней K (a) =  –1[– ∞, a]; a   яв-
ляется подкомплексом в K, и упорядочение значений 
 на симплексах K индуцирует фильтрацию 
 = K0

  K1
   Kn

 = K. Включение Ki
  Kj; 0  i  j  n 

индуцирует гомоморфизм    , :i j
p p i p jf H K H K  на 

симплициальных группах гомологий для каждой раз-
мерности p. p-е персистентные группы гомологий яв-
ляются образами этих гомоморфизмов; p-е числа Бет-
ти являются рангами этих групп [2].  

Персистентные гомологии можно представить в 
виде топологических генераторов (баркодов) – пар 
появления (BT – birth time) и исчезновения (DT – 
death time) баркодов, которые можно обозначить как 

   , , 1,2,...,k k k
j j j kl b d j N  , 

где Nk – общее число k-мерных топологических гене-
раторов [9]. Определим множество баркодов k-го из-
мерения:  

    1,2,...,
,

k

k k k
k j j j j N

L l b d


  .  

Топологическая персистентность может быть пред-
ставлена персистентным баркодом (каждый k

jl  рас-

сматривается как баркод) или персистентной диа-
граммой (каждый k

jl  рассматривается как двумерная 

точка с координатой  ,k k k
j j jl b d ) [10]. 

Пусть X = {x1,, xn} – множество точек в метриче-
ском пространстве (M, dM). Чтобы проанализировать 
топологические свойства X, рассмотрим модель  

 
1

;  ,
n

r i

i

X B x r


  

состоящую из шаров B (xi, r) = {x  M | dM
 (xi, x)  r} с 

радиусом r, где dM
 (xi, x) – метрическое расстояние от 

точки xi до точки x, и используем гомологии Hq
 ( Xr

 ) 
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для описания топологии Xr. Здесь для топологическо-
го пространства S его q-я гомология Hq (S), q = 0,1,, 
определяется как векторное пространство. Так как 
Xr

  Xs для r  s множество X = {Xr
 | r  0} становится 

фильтрацией. При изменении радиуса новый генера-
тор ai

  Hq
 (Xr) появляется на каком-то радиусе r = bi 

(birth) и исчезает на радиусе r = di ( death) большем, 
чем bi. Собирая все ai

 (i  I ) в фильтрации X, получа-
ем множество пар Dq

 (X ) = {(bi, di)  2 | i  I } в виде 
мультимножества. Персистентная диаграмма Dq

 (X ) 
определяется несвязным объединением Dq

 (X ) и диа-
гонального множества  = {(a, a) | a  R}, учитываемо-
го с бесконечной кратностью. Точку x = (b, d )  Dq

 (X ) 
называют генератором персистентной диаграммы. 
Персистентность точки x равна: pers (x) = d – b. 

Желательно, чтобы персистентные диаграммы 
были устойчивыми при возмущении данных. Мерой 
для изучения сходства между двумя персистентными 
диаграммами D и E является расстояние bottleneck 

   , inf supB
x D

d D E x x
 

   ,  

где  – это различные биекции от D до E: 
(x  D)  ( (x)  E ). В качестве расстояния между ко-
нечными множествами X, Y в метрическом простран-
стве M можно использовать Hausdorff расстояние, 
определяемое формулой:  

 

   

,

max supinf , ,supinf , .

H

M M
y Y x Xx X y Y

d X Y

d x y d x y
  



   
 

 (1) 

Для представления топологической информации 
были предложены различные функции, основанные 
на результатах обработки баркодов. 

Непрерывная персистентная функция Бетти опре-
деляется как [11]: 

     1
; exp ,

2

k k
j j k k

k j j j
j

b d
f x L x w d b

  
     

  
 (2) 

где wj – значения весов. 
Для каждого отдельного баркода можно опреде-

лить кусочно-линейную функцию  , k
jf x l  [7]: 

 

 0 if , ,

, if , ,
2

if , .
2

k k
j j

k k
j jk k k

j j j

k k
j jk k

j j

x b d

b d
f x l x b x b

b d
x d x d


 
      

 
       

 (3) 

2. Персистентные ландшафты 

Персистентный ландшафт k-мерного баркода Lk – 
это последовательность функций:  

 : 0, , 1,2,3,...PL
m m    ,  

где m
 (x) – m-е наибольшее значение   

1
,

kN
k
j

j
f x l


. 

Для баркодов B = {Ij} можно определить функцию 
персистентного ландшафта как: 

 
  

,

=sup 0 , , .зпо  ра личных j

k t

h t h t h I k j

 

   
 

Определим функцию для персистентных диа-
грамм: D = {(bi, di)}, bi

 < di: 

      , max 0,min , ;b df t b t d t    

тогда  (k, t) = kmax{(bi, di) (t)}iI, где kmax обозначает 
k -й наибольший элемент. 

Пусть задано множество S. Функция F : S  , где 
 – гильбертово пространство, называется функцией 
отображения признаков. Ядро на S является таким 
симметричным отображением K : S × S  , что для 
любого n и всех 

 1 1
, 1

,..., , ,..., : , 0.
n

n n i j i j
i j

x x S a a a a K x x


    

RKHS (Reproducing kernel Hilbert space) на множе-
стве S – это гильбертово пространство функций на S, 
где точечная оценка – непрерывный линейный функ-
ционал. Для заданного отображения характеристик 
существует ассоциированное ядро, определяемое 
формулой: K (x, y) = F(x), F ( y)H. 

С ядром K связано гильбертово пространство 
RKHS k, которое является пополнением множества 
функций Kx

 : S  , заданных формулой: 
Kx

 ( y) = K (x, y), x  S, относительно скалярного про-
изведения: Kx, Ky = K (x, y). 

Поскольку функция персистентного ландшафта 
является отображением характеристик из множества 
персистентных диаграмм в L2( × ), то с ней ассо-
циируется ядро персистентного ландшафта: 

                1 21 2 1 2

1

, , .k k
k

K D D t t dt


 

        (4) 

Для персистентного ландшафта сформируем p-
норму:  

  
1

1

,  if 1 ,
pp

kp
k

pt dt


 

 
    





   

и:   
,

sup ,  if k
k t

t p


    . 

Ядро можно рассматривать как ассоциированное 
отображение признаков:  

 
1

k
k

D D




  ,  

которое формирует отображение в гильбертово про-
странство со скалярным произведением: 
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   
1

, .k k
k

f g f t g t dt


 

   (5) 

Расстояния между персистентными ландшафтами 
можно определить с помощью нормы L∞:  

   
,

sup ,PL PL PL PL
k k

k t

t t


        

или нормы [12, 13]: 

   
1

,1 .

PL PL
p

p p
PL PL
k k

k

dtt pt






 
    

  


 

  
 (6) 

Пример 1.  
Аппроксимируем контур 2D-изображения House 

пятью точками одинаковой яркости и одинакового 
цвета в нотации Matlab:  

qq_x = [–1 1 1 –1 0]; 
qq_y = [0 0 2 2 3]; 
plot (qq_x, qq_y); plot (qq_x, qq_y). 

Используя пакет JavaPlex [12, 13], определим 
баркоды размерности 0:2 [0  1,4142), 2 [0  2), [0  ∞); и 
размерности 1: [2  2,82825); см. табл. 1. 

Табл. 1. Баркоды изображения House 

Barcode dim birth peak death 
bar1,2 0 (0, 0) (0,707, 0,707) (1,41, 0) 
bar3,4 0 (0, 0) (1, 1) (2, 0) 
bar5 1 (2, 0) (2,414, 0,414) (2,828, 0) 

Получим функции персистентного ландшафта 
изображения (см. (3)) для размерности 0:  

         1, , 0 1 2 , 1 2 ,House t t st t t st t        

 
       

2,

, 0 0,707 1,414 , 0,707 1,414 ,

House t

t st t t st t

 

     
 

где st (t, (ab]) – ступенчатая функция:  

    
 

1 if ,
,

0 if .

t a b
st t a b

t a b

   





 

Аппроксимируем контур 2D-изображения House1 
пятью точками одинаковой яркости и одинакового 
цвета в нотации Matlab:  

qq_x = [–1 1 1 –1 0]; 
qq_y = [0  0  2  2 4]; 
plot(qq_x,qq_y);plot(qq_x,qq_y). 

Используя пакет JavaPlex [12, 13], определим 
баркоды размерности 0: 0: 3 [0, 2,0), [0, 2,233), [0, ∞); 
и размерности 1: [2,0, 2,828); см. табл. 2. 

Получим функции персистентного ландшафта 
изображения (см. (3)) для размерности 0:  

 
       

1 1,

, 0 1,116 2,233 , 1,116 2,233 ,

House t

t st t t st t

 

     
 

         1 2, , 0 1 2 , 1 2 .House t t st t t st t        

Табл. 2. Баркоды изображения House1 

Barcode dim birth peak death 
bar1,2,3 0 (0, 0) (1,0, 1,0) (2,0, 0) 
bar4 0 (0, 0) (1,116, 1,116) (2,233, 0) 
bar5 1 (2, 0) (2,414, 1,298) (2,828, 0) 

Определим расстояние между изображениями на 
основании нормы L2, используя соотношение (6) и 
методы топологического анализа данных: 

||House – House1||2 = 0,5451.  

Использование методов традиционной алгебраи-
ческой топологии не позволяет различить изображе-
ния House и House1, так как они имеют одинаковые 
числа Бетти. ⧠ 

Пример 2. Рассмотрим пример, аналогичный при-
меру 1, в котором находится расстояние между изоб-
ражениями стеклянных бутылок. 

Аппроксимируем шестнадцатью точками контур 
2D-изображения бутылки молока (в нотации Matlab):  

qq_x = [0 –1 –1,75 –1,75 –1,75 –0,75 –1 –
1 1 1 0,75 1,75 1,75 1,75 1 0]; 
qq_y = [0 0 1 3,75 6,5 9,25 9,25 10 10 
9,25 9,25 6,5 3,75 1 0 0]; 
plot (qq_x,qq_y); plot(qq_x,qq_y); 

и бутылки шампанского (в нотации Matlab): 

qq_x = [0 –1,25 –1,75 –1,75 –1,075 – 0,4 – 0,5  

– 0,5 0,5 0,5 0,4 1,075 1,75 1,75 1,25 0]; 
qq_y = [0 0 0,5 4 6,75 9,5 9,75 10 10 9,75 9,5 6,75 4 0,5 0 0]; 
plot (qq_x,qq_y); 

По полученным баркодам сформируем функции 
персистентных ландшафтов  (k,t ) изображения бу-
тылки молока для размерности 0: 

 
       

 
       

 
       

 
       

 
    

1,

, 0 2,75 5,5 , 2,75 5,5 ;

2,

, 0 1,45 2,9 , 1,45 2,9 ;

3,

, 0 0,75 1,5 , 0,75 1,5 ;

4,

, 0 0,615 1,23 , 0,615 1,23 ;

5,

, 0 0,5 1,0

milk

milk

milk

milk

milk

t

t st t t st t

t

t st t t st t

t

t st t t st t

t

t st t t st t

t

t st t t

 

    

 

    

 

    

 

    

 

    

 

 

 

 

   , 0,5 1,0 ;st t 

 

и изображения для бутылки шампанского: 
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 
       

 
       

 
       

 
       

 
  

1,

, 0 1,75 3.5 , 1,75 3,5 ;

2,

, 0 1,4 2,8 , 1,4 2,8 ;

3,

, 0 1,065 2,13 , 1,065 2,13 ;

4,

, 0 0,615 1,23 , 0,615 1,23 ;

5,

, 0 0,4

champ

champ

champ

champ

champ

t

t st t t st t

t

t st t t st t

t

t st t t st t

t

t st t t st t

t

t st t

 

    

 

    

 

    

 

    

 

 

 

 

 

 

     
 

       
 

       
 

       

0,8 , 0,4 0,8 ;

6,

, 0 0,35 0,7 , 0,35 0,7 ;

7,

, 0 0,13 0,26 , 0,13 0,26 ;

8,

, 0 0,115 0,23 , 0,115 0,23 .

champ

champ

champ

t st t

t

t st t t st t

t

t st t t st t

t

t st t t st t

  

 

    

 

    

 

    



 

 

 
 

Для нахождения расстояния между контурами 2D-
изображений бутылки молока и бутылки шампанско-
го используем соотношение (6): 

    2

2
, .,milk champ m h

k

ilk c ampk t tt dk




        

В результате получим расстояние между аппрок-
симированными контурами 2D-изображений бутылки 
молока и бутылки шампанского: ||milk – champ||2 = 2,68, 
что указывает на возможность сравнения аппрокси-
мированных контуров 2D-изображений и распознава-
ние различий между этими изображениями. ⧠ 

Выводы по параграфу 2. В параграфе рассмотрен 
метод отображения персистентных диаграмм в гиль-
бертово пространство на основе построения функций 
персистентного ландшафта. Его преимущества в том, 
что он обратим, поэтому он не теряет никакой инфор-
мации и имеет свойства персистентности. Нахождение 
расстояния между объектами (изображениями) с ис-
пользованием функций персистентного ландшафта (по 
формуле (6)) значительно уменьшает объем вычисли-
тельных операций по сравнению методом нахождения 
расстояния по формуле Л. Вассерштейна [2]. 

3. Методы ядра для персистентных диаграмм 

Рассмотрим ядро для персистентных диаграмм, 
называемое персистентным взвешенным ядром Гаус-
са (PWGK – persistent weighted Gaussian kernel) [3]. 
Пусть kw (x, y) = w (x) w (y) k (x, y) – взвешенное ядро 
весовой функцией w (); рассмотрим отображение:  

     , .:w wDk k
x L

E w x w k x


       

Для практических целей выбираем ядро Гаусса 

 
2

2
, exp ; 0

2
G

x y
k x y

 
    
  

 

для k и warc
 (x) = arctan (C (bx

 – ax) p ); C > 0, p > 0 для ве-
совой функции. 

Персистентное взвешенное ядро Гаусса (PWGK) 
определяется следующим образом: 

 

   

    

2

arc arc 2
,

arc

, ,

exp ,
2

arctan ; , 0.

k k
k kj j

PWGK k k

k k
j jk k

j j
l L l L

pk k k
j j j

L L

l l
w l w l

w l C d b C p






 

  

   
 
 

  

  (7) 

Коэффициент warc
 (x) является возрастающей 

функцией по отношению к персистентности x. Следо-
вательно, генератор x дает малое значение warc

 (x) при 
малых x. Изменяя параметры C, p, можно контроли-
ровать эффект персистентности. 

По расстоянию между множествами точек перси-
стентных диаграмм Lk и kL  можно оценить расстоя-
ния между соответствующими изображениями. Если 
персистентные диаграммы представлены векторами в 
RKHS, можно применять к этим векторам методы яд-
ра для определения расстояния между Lk и kL . Самый 
простой выбор – рассмотреть линейное ядро на 
RKHS: 

       arc arc , .,
k k

G
x L y L

L w x w y kk E x yD
 

    (8) 

Также можно рассмотреть нелинейное ядро на 
RKHS, такое как ядро Гаусса:  

   arc
2

2

,
, exp , 0,

2
G

w
k kk

G k k

d L L
k L L

 
     
  

 (9) 

где  

 
     

     

     

2

arc arc

arc arc

arc arc

,

,

2 , .

,

k k

k k

k k

arc

G k k

L

G
y

L

L L

L

w
k

G
x x

y

G
Lx y

d

w x w x k x x

w y w y k y y

w x

L

w y k x

L

y

 

  

 







  

 







 

 



 (10) 

Пример 2. Рассмотрим изображение House из пяти 
точек [–1  0; 1  0; 1  2; –1  2; 0  4] с баркодами в раз-
мерности 0: 2 [0  1,4142), 2 [0  2), [0  ∞) и изображение 
House1 из пяти точек [–1  0; 1  0; 1  2; –1  2; 0  4] с 
баркодами в размерности 0: 3 [0, 2, 0), [0, 2,233), [0, ∞). 
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Определим расстояние dkG
(House, House1)2 на основе 

соотношения (9) при 1
arc arc 1House Housew w  , 22 = 1: 

 , 4,838;
k kx L L

G
x

k x x
 

    

 , 5,841;
k k

G
y L Ly

k y y
  

    

 , 4,098;
k k

G
x LyL

k x y
 

   

 2
2,482.,arc

G k
w

kkd L L   

Для оценивания расстояния между изображения-
ми по формуле (8):  , 0,0836G k kk L L  . ⧠ 

Выводы по параграфу 3. В параграфе рассмотрена 
структура ядра для топологического анализа данных 
на основе анализа персистентных диаграмм. Исполь-
зование персистентного взвешенного ядра позволяет 
повысить точность определения расстояния между 
изображениями объектов. 

4. Многопараметрические персистентные 
ландшафты 

Пусть X – топологическое пространство и : X  n, 

называемая фильтрующей функцией. Можно связать 
семейство топологических подпространств, индексиро-
ванных векторами a = (a1,, an)  n, индуцированными 

: Xa
 = {x  X :  (x)i

 < aii =1,, n}; это известно как 
фильтрация множества подуровней. Для любого b  n 

такого, что {a  b | ai
  bi, i = 1,, n}, имеем отображе-

ние включения Xa
  Xb. Если H – функтор гомологий, то 

применение этого функтора к набору {Xa}an и соот-
ветствующим отображениям включения приведет к се-

мейству векторных пространств {H (Xa)}an и линейных 

отображений {H (Xa)  H (Xb)}ab , известному как мно-
гопараметрический персистентный модуль с множе-
ством подуровней. 

Пусть M – многопараметрический персистентный 
модуль, тогда при a  b функция  (,), задающая со-
ответствующее число Бетти, является ранговым ин-
вариантом M:  

    , dim Im .M M  a ba b  

Многопараметрическая ранговая функция 
rk : 2n   задается формулой: 

   , if ,
rk ,

0 otherwise.

 
 


b d b d
b d  (11) 

Перемасштабированная ранговая функция 
r : 2n  : 

   , if 0,
,

0 otherwise.
r

   
 


m h m h h
m h  

Многопараметрический персистентный ландшафт 
рассматривает максимальный радиус, в котором k 

признаков сохраняются в каждом (положительном) 
направлении через x в пространстве параметров 

: n     :  

 
  

,

sup 0 : , , 0, .

k

k


 

          

x

x h x h h h
 (12) 

Пусть w{un : ui
 > 0, || u ||∞ =1} – весовой вектор, 

соответствующий перемасштабированию простран-
ства параметров n. Определим w-взвешенную норму 



w
h :   


w

h w h . w-взвешенный персистент-

ный ландшафт представляет собой функцию 
: n  w    :  

 
  

,

sup 0 : , , 0, .

k

k


 

          

w

w

x

x h x h h h
 (13) 

Декартово произведение функций p-ландшафта 
соответствует использованию функции персистент-
ного ландшафта по каждой координате и последую-
щему применению p-нормы, : n

p     :  

     , sup 0 : ; .p i i i i i
i p

k h h e h e k      x x x  (14) 

Определим ландшафтное q-расстояние:  

       , ,
p

q
p p

q
d M M M M       (15) 

где M, M' – многопараметрические персистентные 
модули. 

Пример 3. Поскольку изображение числа 6 можно 
получить из изображения числа 9 с помощью евкли-
дова преобразования (поворота относительно центра 
изображения на  рад), то топологические характери-
стики этих изображений неразличимы. 

Определим координаты точек изображения цифры 
9 (в нотации Matlab): 

 
 

9 1 1 2 3 4 4 4 4 4 4 4 3 2 1 1 1 1 2 3 4 ;

9 2 1 1 1 1 2 3 4 5 6 7 7 7 7 6 5 4 4 4 4 .

x

y




 

Традиционным методом определения баркодов 
является метод изменения радиусов r шаров [2]. 
Найдем баркоды при сканировании изображений 
цифр 9 и 6 слева направо (то есть прямая вертикаль-
ная линия сканируется слева направо, при этом ста-
новится известна информация об изображении слева 
от прямой, но неизвестна информация об изображе-
нии справа от прямой) и при сканировании изобра-
жений снизу вверх, то есть прямая горизонтальная 
линия сканируется снизу вверх, при этом становится 
известна информация об изображении снизу от пря-
мой, но неизвестна информация об изображении 
сверху от прямой) (см. табл. 3 и 4). Баркоды, полу-
ченные при сканировании изображений слева напра-
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во и снизу вверх, повышают разнообразие информа-
ции об объекте (изображении) и повышают надеж-
ность определения характеристик; например, рассто-
яния между изображениями. 

Табл. 3. Баркоды при сканировании изображения цифры 9 
слева направо и снизу вверх 

Баркоды при сканировании изображения  
цифры 9 слева направо (right) [16] 

  1
 = 1 

Баркоды [1,5]; [1,4]  [1,5]  
Баркоды при сканировании изображения 

цифры 9 снизу вверх (up) [16] 
 0

 = 1 1
 = 1 

Баркоды [1,8] [4,8]  

Функции персистентного ландшафта для 0
 = 1:  

         
         

         

1, , 1 3 5 , 3 5 ;

2, , 1 2,5 4 , 2,5 4 ;

1, , 1 4,5 8 , 4,5 8 .

right
right

right
right

up
up

x t st t t st t

x t st t t st t

x t st t t st t

     

     

     

 

 

 

 

Определим координаты точек изображения цифры 
6 (в нотации Matlab): 

 
 

6 4 4 3 2 1 1 1 1 1 1 1 2 3 4 4 4 4 3 2 1 ;

6 6 7 7 7 7 6 5 4 3 2 1 1 1 1 2 3 4 4 4 4 .

x

y




 

Табл. 4. Баркоды при сканировании изображения цифры 6 
слева направо и снизу вверх 

Баркоды при сканировании изображения 
цифры 6 слева направо (right) 

 0
 = 1 1

 = 1 
Баркоды [1,5] [4,5]  

Баркоды при сканировании изображения  
цифры 6 снизу вверх (up) 

 0
 = 1 1

 = 1 
Баркоды [1,8]; [6,7]  [1,8]  

Функции персистентного ландшафта для 0
 = 1:  

         
         
         

1, , 1 3 5 , 3 5 ;

1, , 1 4,5 8 , 4,5 8 ;

2, , 6 6,5 7 , 6,5 7 .

right
right

up
up

up
up

x t st t t st t

x t st t t st t

x t st t t st t

     

     

     

 

 

 

 

Найдем q – расстояние между изображениями 
цифры 9 и цифры 6: 

    

     

1

1

9 , 6

, 9 , 6

.

;

,

q q

p

i

p
i i i

k

i

d M M

k M k M

i ri

t

ght

d

up





         
 



    






    

При p = q = 2 получим: 
в случае i = right: 

       
0

2
,5

2,449;

, 1 2,5 4 , 2,5 4
k

t st t dtt st t




 
 

 


      
 

в случае i = up: 

       
0

2
,5

4,425.

, 6 6,5 7 , 6,5 7
k

t st t dtt st t




 
 

 


      
 

q – расстояние между многопараметрическими перси-
стентными ландшафтами равно: 

d (M (9), M (6)) =(2,4492 + 4,4252)0,5 = 5,057; 

то есть изображение цифры 9 отличается от изобра-
жения цифры 6. 

Выводы по параграфу 4. В параграфе представле-
ны методы формирования инвариантов для многопа-
раметрических модулей персистентности, которые 
расширяют результаты для модулей персистентности 
с одним параметром на многопараметрические моду-
ли персистентности. Использование многопарамет-
рических функций персистентного ландшафта повы-
шает разнообразие параметров, характеризующих 
форму объекта, точность определения расстояния 
между изображениями объектов. 

Заключение 

Для повышения производительности моделей то-
пологического анализа данных необходимо ввести 
функциональные возможности, способные сохранить 
внутреннюю информацию данных и уменьшить раз-
мерность данных. Использование традиционных ме-
тодов алгебраической топологии для получения ин-
формации о форме объекта связано с проблемой 
формирования малого количества информации. Ос-
новным инструментом топологического анализа дан-
ных является метод персистентной гомологий, кото-
рый суммирует геометрическую и топологическую 
информацию в данных. Использование методов пер-
систентной гомологии по отношению к традицион-
ным методам алгебраической топологии дает допол-
нительную информацию о форме объекта. Примене-
ние методов топологического анализа данных для 
сложных систем большой размерности затруднено из-
за методов адекватного представления функций, так 
как формирование баркодов не обеспечивает функ-
циональную зависимость. Использование стандарт-
ных метрик для персистентных диаграмм затрудняет 
выполнение вычислительных операций. Построение 
персистентных баркодов и персистентных диаграмм в 
вычислительной топологии не позволяет построить 
гильбертово пространство со скалярным произведе-
нием. Возможность применения методов топологиче-
ского анализа данных основано на отображении пер-
систентных диаграмм в гильбертово пространство; 
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одним из способов такого отображения является ме-
тод построения персистентного ландшафта. Его пре-
имущества в том, что он обратим, поэтому он не те-
ряет никакой информации и имеет свойства перси-
стентности. В работе рассматриваются математиче-
ские модели персистентных гомологий и функции 
персистентных ландшафтов представления признаков 
в методах топологического анализа данных. Функции 
персистентных ландшафтов отображают диаграммы 
персистентности в гильбертово пространство. Рас-
смотрена структура ядра для анализа персистентных 
диаграмм. Представлены инварианты для многопара-
метрических модулей персистентности, которые рас-
ширяют результаты для модулей персистентности с 
одним параметром на многопараметрические модули 
персистентности. Использование многопараметриче-
ских функций персистентного ландшафта повышает 
разнообразие параметров, характеризующих форму 
объекта, точность определения расстояния между 
изображениями объектов.  
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Приложение. Метод ядра в машинном обучении [17, 18]  

В задачах анализа данных нас интересует классификация данных во входном пространстве с помощью раз-
деления гиперплоскостью. Однако использование линейного разделения ограничивает эффективность такого 
подхода. Можно использовать нелинейное разделение во входном пространстве, и метод RKHS (Reproducing 
kernel Hilbert space) обеспечивает основу для достижения этого разделения. 

Рассмотрим симметричную меру подобия, называемую ядром:  

   : , , , , , .dx x x x x x         

Так как   d, то существует возможность рассмотреть евклидово скалярное произведение для вычисления 
мер подобия:  (x, y) = xT y.  

Предположим, что  – это положительно определенное ядро с действительными значениями и  – непустое 
множество. Если  ={  :   }, то отображение признаков – это такая функция, что :   , x = k (x,) 

 отображает образы в функции на . Это позволяет нам встраивать данные в векторное пространство 
признаков:  

 
1

, , , , 1,..., .
n

i i i i
i

x n x i n


           
  
    
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Используя эту концепцию, можно построить предгильбертово пространство. Пусть , g   ассоциируются с 
образами xi, xj

  ; i = 1,, n; j = 1,, n': 

   
1 1

, , , ; , .
n n

i i j j i j
i i

f x g x


 

              

Определим внутреннее (скалярное) произведение:  

     
1 1 1 1

, , .
n n n n

i j i j j j i i
j i j i

f g x x f x g x
 

   

            (16) 

Функция , определенная на  × , является воспроизводящим ядром если и только если существуют гиль-
бертово пространство  и отображение  :   , такие что  (x, x' ) = x, x' ; x, x' . С точки зрения 

внутреннего произведения пространства:  (x, x' ) = (, x), (, x' )(). Дополнительно , g =  g,   и: 

 
, 1 1 1

, , 0, , 0.
n n n

i j i j i i j j
i j i j

f f x x c f c f
  

         

Это означает, что , является положительно определенным ядром в пространстве признаков.  
Равенство ,  = 0 подразумевает  = 0 и | (x)|2 = | (x,), |2  (x, x)  , . Таким образом, , – это хорошо 

определенное скалярное произведение. 
Вспоминая воспроизводящее свойство положительно определенных ядер, получим, что для всех функций из 

 имеем  (x,),  =  (x), и в частности (kernel trick):  

     , , .x x k x x      (17) 
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Formation of features based on computational topology methods 
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Abstract  

The use of traditional methods of algebraic topology to obtain information about the shape of 
an object is associated with the problem of forming a small amount of information, namely, Betti 
numbers and Euler characteristics. The central tool for topological data analysis is the persistent 
homology method, which summarizes the geometric and topological information in the data using 
persistent diagrams and barcodes. Based on persistent homology methods, topological data can be 
analyzed to obtain information about the shape of an object. The construction of persistent bar-
codes and persistent diagrams in computational topology does not allow one to construct a Hilbert 
space with a scalar product. The possibility of applying the methods of topological data analysis is 
based on mapping persistent diagrams into a Hilbert space; one of the ways of such mapping is a 
method of constructing a persistence landscape. It has an advantage of being reversible, so it does 
not lose any information and has persistence properties. 

The paper considers mathematical models and functions for representing persistence landscape 
objects based on the persistent homology method. Methods for converting persistent barcodes and 
persistent diagrams into persistence landscape functions are considered. Associated with persis-
tence landscape functions is a persistence landscape kernel that forms a mapping into a Hilbert 
space with a dot product. A formula is proposed for determining a distance between the persis-
tence landscapes, which allows the distance between images of objects to be found. 

The persistence landscape functions map persistent diagrams into a Hilbert space. Examples of 
determining the distance between images based on the construction of persistence landscape func-
tions for these images are given. Representations of topological characteristics in various models 
of computational topology are considered. Results for one-parameter persistence modules are ex-
tended onto multi-parameter persistence modules. 

Keywords: pattern recognition, multivariate persistent landscape, Hilbert space. topological da-
ta analysis. 
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