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Аннотация 

На основе формализма Ричардса–Вольфа получены два разных точных выражения для 
плотности углового момента света в фокусе оптического вихря с топологическим зарядом n 
и с правой круговой поляризацией. Одно выражение для плотности углового момента полу-
чается как векторное произведение радиус-вектора на вектор Пойнтинга и имеет ненулевое 
значение в фокусе для произвольного целого числа n. Другое выражение для плотности уг-
лового момента равно сумме орбитального углового момента и спинового углового момен-
та и в фокусе рассматриваемого светового поля равно нулю при n = –1. Оба эти выражения 
не равны друг другу в каждой точке пространства, но их трёхмерные интегралы равны. Таким 
образом, получены точные выражения для плотностей углового момента (УМ), спинового угло-
вого момента (СУМ) и орбитального углового момента (ОУМ) в фокусе оптического вихря с 
правой круговой поляризацией, и показано, что тождество для плотностей УМ = СУМ + ОУМ 
неверно. Кроме того, показано, что выражения для векторов напряжённости электрического и 
магнитного полей вблизи острого фокуса, полученные на основе формализма Ричардса–Вольфа, 
являются точными решениями уравнений Максвелла. Таким образом, теория Ричардса–Вольфа 
точно описывает поведение света вблизи острого фокуса в свободном пространстве. 

Ключевые слова: вихревой пучок, фокусировка; формулы Ричардса–Вольфа; угловой 
момент; орбитальный угловой момент; спиновый угловой момент; уравнения Максвелла. 

Цитирование: Котляр, В.В. Фокусировка вихревого пучка с круговой поляризацией: спи-
новый, орбитальный и общий угловой момент / В.В. Котляр, А.А. Ковалёв, А.М. Телегин // 
Компьютерная оптика. – 2023. – Т. 47, № 4. – С. 524-532. – DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1289. 

Citation: Kotlyar VV, Kovalev AA, Telegin AM. Focusing a vortex beam with circular 
polarization: angular momentum. Computer Optics 2023; 47(4): 524-532. DOI: 
10.18287/2412-6179-CO-1289. 

Введение 

Угловой момент (УМ) света является важным 
свойством непараксиальных световых полей с раз-
личным состоянием поляризации [1, 2]. Угловой мо-
мент света можно разложить на спиновый угловой 
момент (СУМ) и орбитальный угловой момент 
(ОУМ) [3, 4]. Особый интерес представляет изучение 
УМ в остром фокусе света [5, 6]. Угловому моменту 
света посвящен недавний обзор [7]. Ряд работ [8 – 10] 
посвящен спин-орбитальному преобразованию, при-
сущему угловому моменту и особенно заметному в 
остром фокусе. В остром фокусе проявляются инте-
ресные оптические явления, связанные с УМ и со 
спин-орбитальной конверсией: эффект Холла [11 –
 15], «фотонные колеса» [16], обратный поток энергии 
[17, 18]. Поведение света в остром фокусе адекватно 
описывается теорией Ричардса–Вольфа [19]. В [20,21] 
показано, что вектор Пойнтинга (поток электромаг-
нитной энергии) представляет собой сумму двух век-
торов: орбитального потока и спинового потока. 
Спиновый поток не несёт световой энергии, хотя он 
формирует вектор СУМ, который может быть пере-
дан поглощающей малой частице и вращать её вокруг 

своего центра масс. Наличие спиновой составляющей в 
векторе Пойнтинга объясняет причину обратного пото-
ка в фокусе [17]. Если спиновый поток имеет отрица-
тельную продольную составляющую (параллельную 
оптической оси) и она превосходит по величине орби-
тальный поток энергии (канонический поток энергии), 
то в этой области пространства вектор Пойнтинга имеет 
отрицательную продольную составляющую. 

В данной работе на основе формализма Ричардса–
Вольфа получены точные выражения для продольных 
компонент векторов УМ, СУМ и ОУМ в фокальной 
плоскости оптического вихря с правой круговой по-
ляризацией. Оказалось, что сумма СУМ и ОУМ не 
равна УМ. Мы нашли в литературе [22] общее выра-
жение для вектора УМ через векторы СУМ и ОУМ. 
Оказалось, что только полный (проинтегрированный 
по всему пространству) УМ равен сумме полных мо-
ментов СУМ и ОУМ. 

1. Компоненты векторов электрического 
и магнитного полей в фокусе 

Рассмотрим начальное световое поле, у которого 
поперечные компоненты вектора электрической напря-
жённости описываются следующим вектором Джонса: 
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где φ – азимутальный угол в плоскости выходного 
зрачка апланатической оптической системы, θ – по-
лярный угол, описывающий наклон световых лучей к 
оптической оси, A(θ) – амплитуда начального свето-
вого поля (вещественнозначная функция), радиально 
симметричная относительно оптической оси, n – то-
пологический заряд оптического вихря (целое число), 
(1, i) – транспонированный вектор Джонса для правой 
круговой поляризации. Для начального поля (1), ост-
ро сфокусированного апланатической системой (иде-
альной сферической линзой), формализм Ричардса–
Вольфа [19] позволяет получить все компоненты век-
торов напряжённости электрического и магнитного 
полей вблизи острого фокуса [23]: 
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Функции Iν,µ в (2) обозначают следующие инте-
гралы, где первый индекс – тип интеграла (ν = 0, 1, 2), 
а второй индекс (µ = 0, ±1, ±2,…) равен порядку функ-
ции Бесселя Jν (ξ) под интегралом: 
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где k = 2π / λ – волновое число света с длиной волны λ, 
f – фокусное расстояние апланатической системы, 
(r, φ, z) – цилиндрические координаты, θ0 – макси-
мальный угол наклона лучей к оптической оси, опре-
деляющий числовую апертуру апланатической линзы 
NA = sin (θ0), ξ = kr sin (θ). Выражения (2) позволяют 
получить выражения для всех основных характери-
стик света в фокусе (при z = 0). 

2. Интенсивность света, вектор Пойнтинга 
и вектор спинового углового момента в фокусе 

Из уравнения (2) получим выражение для распре-
деления интенсивности в фокусе поля (1): 
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Как видно из (4), интенсивность в фокусе не зави-
сит от азимутального угла φ, то есть радиально-
симметрична. На оптической оси (r = 0) интенсивность 
отлична от нуля только при n = 0, –1, – 2. При других 
значениях n интенсивность (4) на оптической оси рав-
на нулю, то есть в фокусе имеется световое кольцо. 

Далее с помощью уравнения (2) получим выраже-
ния для компонент вектора Пойнтинга (потока энер-
гии) в фокусе поля (1). Вектор Пойнтинга P в общем 
случае определяется выражением [19]: 
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где E и H – векторы напряжённости электрического и 
магнитного полей, знаки «*» и «×» означают ком-
плексное сопряжение и векторное произведение, Re – 
действительная часть комплексного числа, а c – ско-
рость света в вакууме. Далее будем опускать кон-
станту c /(2π). Тогда для компонент вектора потока 
энергии в фокусе получим следующие выражения: 
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В цилиндрических координатах вектор Пойнтинга 
в фокусе поля (1) имеет следующие компоненты: 
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Как видно из уравнения (7), поток энергии в попе-
речной плоскости вращается против часовой стрелки, 
если Q (r) > 0, и по часовой стрелке, если Q (r) < 0. По-
перечный поток энергии вблизи оптической оси, 
например, при n = 0 (Q (r) > 0, kr << 1), поворачивается 
против часовой стрелки аналогично вращению векто-
ра поляризации исходного поля (1). Интересно, что и 
при n = –1, и при n = – 2 вблизи оптической оси 
Q (r) < 0 и поперечный поток энергии вращается в 
противоположном направлении (по часовой стрелке), 
тогда как при n = –1 и при n = – 2 энергия вблизи оп-
тической оси течет в разные стороны: 

  2 2
, 1 0,1 2,1 0,1 2,1 0,1 2,1

0 0
2 2

, 2 0,2 2,0

0,

0, 1.

z

z

P I I I I I I

P I I kr



 



     

   

  (8) 

Обратный поток энергии в фокусе изучался ранее 
в [17, 18, 23]. В [17] начальное поле до фокусировки 
имело круговую поляризацию, а в [18, 23] оно имело 
поляризационные сингулярности. Далее получим 
компоненты вектора СУМ в фокусе начального поля 
(1). Вектор СУМ определяется по формуле [4 – 6] 
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где Im обозначает мнимую часть комплексного числа, 
а ω – угловую частоту света. Далее мы опустим кон-
станту 1/(8πω). Тогда выражения для компонент век-
тора СУМ (9) в фокусе начального поля (1) полностью 
аналогичны компонентам вектора Пойнтинга (7): 
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Согласно (10), поперечная составляющая вектора 
СУМ поворачивается в фокусе против часовой стрел-
ки или по часовой стрелке в тех же случаях, что и по-
перечный поток энергии. Интересно, что при n = – 2, 
когда имеется обратный поток энергии (Pz

 < 0) в фо-
кусе на оптической оси, продольная составляющая 
вектора СУМ (10) также отрицательна: 

2 2
, 2 0,2 2,0 0zS I I    . Это означает, что вблизи оптиче-

ской оси в фокусе вектор поляризации вращается по 
часовой стрелке (левая круговая поляризация), хотя 
круговая поляризация в исходной плоскости (1) пра-
вая. Такое изменение направления вращения поляри-
зации в фокусе может быть индикатором для обнару-
жения обратного потока в фокусе. Ненулевой попе-
речный вектор СУМ в фокусе означает, что в про-
дольных плоскостях (x, z) и (y, z) вблизи фокальной 
плоскости имеется правая или левая круговая поляри-
зация, то есть векторы поляризации вращаются, 
напоминая фотонные колёса [16]. 

3. Угловой момент и орбитальный  
угловой момент в фокусе 

Далее получим продольную составляющую векто-
ров УМ и ОУМ в фокусе поля (1). Вектор УМ задает-
ся следующей формулой [24] 

    *
2

1 2Re ,
2c c

    J r E Η r P  (11) 

где все обозначения описаны выше. Далее будем 
опускать константу 2π /c2. Тогда продольная компо-
нента УМ в фокусе поля (1) равна 

( ).zJ rP rQ r   (12) 

С другой стороны, известно, что вектор УМ пред-
ставляет собой сумму векторов СУМ и ОУМ [24]: 
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Отметим, что первая работа по угловому моменту 
света [24] содержит выражение (13) без вывода из 
выражения (11). 

Далее для краткости будем опускать постоянную 
1/(8πω) в уравнении (13). Первое слагаемое в (13) в 
фокусе уже получено выше, в формуле (10), и теперь 
получим второе слагаемое в (13). Таким образом, по-
лучим продольную составляющую вектора ОУМ в 
фокусе поля (1): 
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Как видно из (14), световое поле (1) в фокусе име-
ет ненулевую продольную компоненту ОУМ при 
произвольном значении n. Интересно, что если n ≥ 0, 
то ОУМ положительный (Lz > 0), а если n ≤ –2, то 
ОУМ отрицательный (Lz < 0). Если n = –1, ОУМ мо-
жет быть как отрицательным, так и положительным. 
Даже при n = 0, когда оптический вихрь отсутствует 
и остаётся только круговая поляризация (1), продоль-
ная компонента ОУМ отлична от нуля и равна 

2 2
,0 2,2 1,12 2 0.zL I I    (15) 

Согласно (15), за счет спин-орбитальной конвер-
сии круговая поляризация безвихревого поля (1) ге-
нерирует в фокусе неотрицательную продольную 
компоненту вектора ОУМ. Эта компонента равна ну-
лю только на оптической оси. Уравнение (15) пока-
зывает, что в фокусе поперечный поток энергии вра-
щается против часовой стрелки. 

С помощью (10) можно получить выражение 
для продольной составляющей вектора УМ в фоку-
се поля (1): 
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Уравнение (16) показывает, что продольная ком-
понента УМ в фокусе равна интенсивности света в 
фокусе, умноженной на сумму топологического заря-
да n и «спина» начального поля, равного 1. Уравне-
ние (16) также показывает, что в отличие от ОУМ 
(14) продольная компонента УМ в фокусе не всегда 
отлична от нуля. Если n = –1, угловой момент (16) в 
фокусе равен нулю. Это означает, что оптический 
вихрь с топологическим зарядом n = –1 компенсирует 
влияние правой круговой поляризации: 

, 1 , 1 , 10 ,z z zJ S L      (17) 

то есть продольная составляющая СУМ равна по 
величине продольной составляющей ОУМ и 
направлена в противоположную сторону: 

2 2
, 1 , 1 0,1 2,1z zS L I I     . Можно показать, что про-

дольная компонента УМ для оптического вихря с 
левой круговой поляризацией, в отличие от (16), 
равна 
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0, 2, 2 1, 1( 1) 2 ( 1) .z n n nJ n I I I n I        (18) 
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Сравнение формул (16) и (18) показывает, что 
продольная компонента УМ в фокусе пропорцио-
нальна алгебраической сумме нормированных ОУМ 
начального поля n и спина σ = ±1. 

4. Равен ли УМ сумме ОУМ и СУМ? 

В этом параграфе мы рассмотрим некоторое про-
тиворечие, которое нам не удалось полностью разре-
шить и которому мы не нашли объяснения в литера-
туре [6 – 10]. Дело в том, что уравнение (13) не может 
быть получено из уравнения (11). Для начального 
светового поля (1) формула (16) указывает на то, что 
УМ в фокусе равен нулю при n = –1. Однако согласно 
уравнению (12) УМ в фокусе того же поля (1) при 
n = –1 отличен от нуля: Jz,–1

 = rI1,0
 (– I0,1

 + I2,1)  0. Дей-
ствительно, поскольку вектор Пойнтинга P в (11) 
можно представить в виде суммы двух потоков [20]: 
орбитального потока Po и спинового потока 
Ps

 (P = Po
 + Ps), то вместо уравнения (11) получим 

(опустив константу): 

      .o s       J r P r P r P L S  (19) 

В уравнении (19) орбитальный поток и спиновой 
поток равны [21] 

 

 

*
0

*

1 Im ( ) ,
2
1 Im ,

4s

  


  


P E E

P E E
 (20) 

где ω – угловая (циклическая) частота монохромати-
ческого света. Опуская константу 1/(2ω), можно по-
казать, что 

 
  

*
0

*

, ,

Im ( )

Im ,p p
p x y z

E E


     

 
L r P E r E

r  (21) 

но мы не смогли показать, что 

      * *1 Im Im .
2s      S r P r E E E E  (22) 

Физическая причина заключается в том, что, не-
смотря на присутствие спинового потока Ps в выра-
жении для вектора Пойнтинга, он не несет энергии. 
Поскольку дивергенция ротора равна нулю, спино-
вый поток Ps не даёт вклада в дифференциальный за-
кон сохранения световой энергии (без токов и заря-
дов): ∂W/∂t = div P, где W – плотность световой энер-
гии, t – время. Однако спиновый поток Ps порождает 
СУМ S, который входит в выражение для углового 
момента (19) и может физически наблюдаться при 
вращении малой поглощающей частицы вокруг свое-
го центра масс. В Интернете мы нашли единственную 
работу [22], где формально решена вышеуказанная 
проблема. В [22] показано, что выполняется следую-
щее интегральное тождество: 

    
  

* *

*

, ,

Re Im

Im .p p
p x y z

dv dv

E E dv


    

 

 


r E Η E E

r
 (23) 

Интегралы в (23) вычисляются по всему трёхмер-
ному пространству, так как при выводе уравнения 
(23) предполагается, что амплитуда светового поля E 
стремится к нулю на бесконечности. Действительно, 
если заменить в (23) магнитное поле на ротор элек-
трического поля, получим 

  * 3Im rot .d  J r E E r


 (24) 

Для разложения общего УМ на СУМ и ОУМ ис-
пользуем следующее векторное тождество 

   rot ,     BA B A B A B  (25) 

где B – индекс Фейнмана, означающий дифферен-
цирование только векторного поля B [25]. 

Тогда получим 

 

     

*

, ,

* * 3

Im

.

p p
p x y z

E E

d




  


     

J r

E r E E E r



 (26) 

Первое и третье слагаемые в этом выражении – 
это как раз суммарный ОУМ L


и суммарный СУМ 

S


. Второе слагаемое можно преобразовать интегри-
рованием по частям: 

  * 3Im ,d       J L E r E r S
 

 (27) 

где 
3 3, .d d  L L r S S r


 (28) 

Второе слагаемое под интегралом в (27) для сум-
марного УМ пропорционально дивергенции электри-
ческого поля и, таким образом, равно нулю. Тогда 
суммарный УМ равен сумме суммарных СУМ и 
ОУМ, то есть равен выражению (23). Таким образом, 
второе равенство в (19) для плотности УМ неверно. 
Вместо этого справедливо только интегральное ра-
венство (23). Правильное выражение для плотности 
УМ следует из уравнения (26) и имеет вид: 

 

    

   

*

, ,

* *

*

Im

Im .

p p
p x y z

E E


  


     


    

J r

E r E E E

L E r E S

 (29) 

Второе слагаемое в (29) не имеет физического 
смысла, так как обращается в нуль при интегрирова-
нии (26). 
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5. Световое поле в фокусе,  
полученное по теории Ричардса–Вольфа,  
является решением уравнений Максвелла 

В этом параграфе мы получим выражения для 
магнитного поля (2) из выражений для электрическо-
го поля, используя уравнения Максвелла для моно-
хроматического света. Вектор напряжённости маг-
нитного поля монохроматического света связан с век-
тором напряжённости электрического поля извест-
ным выражением: 

0

1 rot ,
i


 

H E  (30) 

где μ0 и μ – соответственно магнитная проницаемость 
свободного пространства и среды. Для продольной 
составляющей магнитного поля получим: 

 

 

0

0

11
1, 1

0

1 rot

1 1 1

2 .

z z

r

i nn
n

H E
i

E EE
i r r r

k i e I




 


 
 

         

    

 (31) 

При выводе использовались следующие вспомога-
тельные выражения: 

 

 

0, 2, 2 0, 2, 2 1, 1

1
0, 2, 2 1, 1

2 2 ,

2 2 .
2

n n n n n
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 

    
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       

 (32) 

Аналогично получим выражения для поперечных 
компонент магнитного поля в полярных, а затем и в 
декартовых координатах: 

 
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 (33) 

Если опустить постоянный множитель k /(ωμ0μ), 
то последние два выражения в (33) и выражение (31) 

совпадают с декартовыми компонентами магнитного 
поля в (2). Для вывода выражений (33) использова-
лись вспомогательные выражения, аналогичные (32): 

 0, 2, 2 0, 2, 2 1, 1
12 .n n n n n

nI I ikI ikI i I
z r  
    


 (34) 

 0, 2, 2 0, 2, 2 1, 12 .n n n n nI I ikI ikI i I
z r  
    
 

 (35) 

Найдём также дивергенцию магнитного поля. В 
цилиндрических координатах она равна 

1 1div .z
r r

H HH H
r r r z

    
  

H   

Подставляя сюда составляющие (31) и (33), полу-
чим: 

 

( 1)

0

0, 2, 2 0, 2, 2 1, 1

div
2

2 2 .

n i n

n n n n n

ki e

n nI I I I i I
r r r z
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 
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          

H
 

С помощью формул для производной функции 
Бесселя для функций (3) нетрудно получить следую-
щее соотношение: 

 0, 2, 2 0, 2, 2 1, 1
2 2 .n n n n n

n nI I I I i I
r r r z  
     
 

 

Из него следует, что дивергенция поля (31), (33) 
равна нулю. 

Поскольку компоненты светового поля вблизи 
фокуса (2), полученные по теории Ричардса–Вольфа, 
являются точными решениями уравнений Максвелла, 
то эта теория точно описывает световое поле в 
остром фокусе в свободном пространстве. 

Заметим, что поле в фокусе, рассчитанное по 
формулам Ричардса–Вольфа [19], заведомо удовле-
творяет уравнениям Максвелла. Однако в формуле (2) 
магнитные составляющие были записаны феномено-
логически, то есть по аналогии с электрическими со-
ставляющими, но умноженными на – i, так как вместо 
вектора Джонса (1, i) у магнитного поля вектор 
Джонса равен (– i, 1). В данном параграфе мы убеди-
лись, что такая замена не нарушает уравнения Макс-
велла с роторами и что эти компоненты магнитной 
напряжённости составляют векторное поле с нулевой 
дивергенцией. 

6. Объяснение некоторых экспериментов 
по вращению микрочастиц 

Интересно, что развитая выше теория объясняет 
эксперимент, описанный в [26]. В этой работе погло-
щающая микрочастица вращается по световому коль-
цу в остром фокусе оптического вихря с топологиче-
ским зарядом n = 1 и с правой круговой поляризацией. 
При смене правой круговой поляризации на левую 
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круговую поляризацию частица продолжала вращать-
ся в том же направлении (против часовой стрелки), но 
с меньшей скоростью. Это явление можно объяснить 
следующим образом. Для сравнения поперечный по-
ток энергии в фокусе оптического вихря с правой (7) 
и левой круговой поляризацией имеет вид 

 
 

, 1, 1 0, 2, 2

, 1, 1 0, 2, 2

,

.
R n n n

L n n n

P I I I

P I I I
  

  

 

 
 (36) 

Для топологического заряда n = 1 вместо уравне-
ния (36) получается 

 
 

, ,1 1,2 0,1 2,3

, ,1 1,0 0,1 2,1

0,

0, 1.
R

L

P I I I

P I I I kr




  

   
 (37) 

Согласно (37), поперечный поток энергии для 
вихря с левой и с правой круговой поляризацией не 
меняет знака, то есть световая энергия в фокальной 
плоскости вращается по кольцу против часовой 
стрелки, но имеет разную величину. Для левой круго-
вой поляризации поток энергии меньше, чем для пра-
вой круговой поляризации. Кроме того, для вихрей с 
правой и левой круговой поляризацией продольная 
составляющая СУМ 

2 2
, 0, 2, 2

2 2
, 0, 2, 2

,
( ),

z R n n

z L n n

S I I
S I I





 
  

 (38) 

имеет разные знаки при n = 1: СУМ положителен для 
правой круговой поляризации и отрицателен для ле-
вой круговой поляризации: 

2 2
, ,1 0,1 2,3

2 2
, ,1 0,1 2,1

0,
( ) 0.

z R

z L

S I I
S I I

  
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 (39) 

Таким образом, в случае левой круговой поляри-
зации ОУМ и СУМ вращают частицу в разные сторо-
ны. Однако в эксперименте частица вращается под 
действием света с левой круговой поляризацией по-
прежнему против часовой стрелки. Это означает, что 
ОУМ света сильнее действует на частицу, чем СУМ. 
Именно этим объясняется вращение частицы в одном 
и том же направлении для обеих круговых поляриза-
ций, но со скоростью, меньшей для левой круговой 
поляризации. Отметим, что в [26] нет столь подроб-
ных объяснений результатов эксперимента. 

Полученные выше выражения объясняют и другой 
эксперимент, описанный в [27]. В этой работе в фо-
кусе светового пучка с круговой поляризацией асфе-
рическая диэлектрическая микрочастица вращалась 
вокруг оптической оси. При изменении направленно-
сти поляризации (с левой на правую) частица также 
меняла направление своего вращения (с вращения по 
часовой стрелке на вращение против часовой стрел-
ки). Это можно объяснить поперечным потоком энер-
гии в фокусе Гауссова пучка с левой и правой поля-
ризациями, который направлен в разные стороны и 
имеет одинаковую по модулю величину: 

   , 1,1 0,0 2,2 , 1,1 0,0 2,2, .R LP I I I P I I I       (40) 

Продольная составляющая СУМ также имеет раз-
ный знак для левой и правой круговой поляризации: 

2 2 2 2
, 0,0 2,2 , 0,0 2,2, ( ).z R z LS I I S I I      (41) 

Следовательно, частица в фокусе вращается с 
одинаковой скоростью, но в разных направлениях для 
света с левой и правой круговой поляризацией. 

7. Моделирование 

Численное моделирование проводилось путём вы-
числения интегралов Дебая в рамках формализма 
Ричардса–Вольфа. На рис. 1 показаны распределения 
интенсивности I (4), а также продольных составляю-
щих СУМ Sz (10), ОУМ Lz (14), второго слагаемого в 
(29) и полного УМ Jz (12) в остром фокусе вихревого 
поля с правой круговой поляризацией и с однородной 
единичной начальной амплитудой A(θ) = 1 (1) при 
n = 0, –1, –2 и при следующих параметрах: длина вол-
ны λ = 532 нм, фокусное расстояние линзы f = 10 мкм, 
числовая апертура NA = sin θ0

 = 0,95, область расче-
та – 2 × 2 мкм. Распределения СУМ, ОУМ, второго 
слагаемого в (29) и полного УМ нормированы на 
максимальную интенсивность, и соответствующие 
максимальные значения каждой величины показаны 
рядом с цветовой шкалой под каждым рисунком. 

Как видно из рис. 1е-к, при n = –1 СУМ (10) и 
ОУМ (14) действительно компенсируют друг друга, 
их сумма равна нулю, а суммарный УМ (12) состоит 
только из одной составляющей, равной второму сла-
гаемому в (29). При n = – 2 (рис. 1л-п) СУМ (10) и 
ОУМ (14) подобны по форме, но уже не компенси-
руют друг друга, ОУМ больше по величине и, таким 
образом, вносит вклад в суммарный УМ вместе с со-
ставляющей, определяемой вторым слагаемым в (29). 
Эта составляющая включает внутреннее световое 
кольцо с отрицательной плотностью УМ и внешнее 
кольцо с положительной плотностью УМ. Из-за сум-
мирования с ОУМ внешнее кольцо в суммарном УМ 
бледнее внутреннего. При n = 0 (рис. 1а-д) СУМ име-
ет форму пятна, а ОУМ – форму кольца, и оба они 
положительны. Составляющая, определяемая вторым 
слагаемым в (29), содержит центральное пятно с от-
рицательным УМ и кольцо с положительным УМ. 
Центральное пятно компенсирует СУМ, тогда как 
кольцо с положительным УМ суммируется с положи-
тельным ОУМ, создавая таким образом кольцевое 
распределение общего положительного УМ. Таким 
образом, на рис. 1 показано, что суммарная продольная 
компонента УМ (проинтегрированная по сечению пуч-
ка) положительна при n = 0 (рис. 1д) и будет вращать ча-
стицу размером около 1 мкм с центром на оптической 
оси против часовой стрелки. Суммарная продольная 
компонента УМ при n = – 2 отрицательна (рис. 1п) и бу-
дет вращать маленькую частицу по часовой стрелке. 
Заметим, что начальная поляризация поля (1) – правая, а 
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вектор поляризации вращается против часовой стрелки. 
Тем не менее частица в фокусе должна вращаться по ча-
совой стрелке. Суммарная продольная компонента УМ 

при n = –1 практически равна нулю (рис. 1к), поэтому 
маленькая частица с центром на оптической оси, поме-
щенная в фокус, не будет вращаться. 

 
Рис. 1. Распределения интенсивности (а, е, л), а также распределения СУМ (10) (б, ж, м), ОУМ (14) (в, з, н), второго 

слагаемого в (29) (г, и, о) и общего УМ (12) (д, к, п) в остром фокусе плоского вихревого поля (A(θ) = 1) с правой круговой 
поляризацией (1) при n = 0 (а – д), n = –1 (е – к), n = –2 (л – п) при следующих параметрах: длина волны λ = 532 нм, фокусное 
расстояние фокусирующей линзы f = 10 мкм, числовая апертура sin θ0 = 0,95, расчётная область – 2 × 2 мкм. Знаки «+»  
и «–» означают соответственно положительные и отрицательные значения. Чёрный цвет означает ноль. Числами  
у цветовой шкалы под каждым рисунком показаны значения, соответствующие самому светлому цвету. Масштабная 

метка на всех рисунках соответствует 1 мкм 

Заключение 

Можно показать, что сумма полных (проинте-
грированных по сечению пучка) осевых компонент 
СУМ и ОУМ сохраняется при фокусировке. Из (1) 
следует, что плотность СУМ (9) в начальной плос-
кости равна Sz

 = 1, а плотность ОУМ (14) равна 
Lz

 = n. Для полных моментов будет соответственно: 
ˆ ˆˆ ˆ, , ( 1)z z z zS W L nW S L n W     , где W – мощ-
ность пучка в начальной плоскости. В фокусе для 
полных СУМ из (10) и ОУМ из (14) следует, что 

1 1
ˆ ˆˆ ˆ, ( 1) , ( 1)fz fz fz fzS W L n W W S L n W       , где 

W1 – некоторая часть мощности пучка. Видно, что 
сумма полных СУМ и ОУМ сохраняется и равна 
(n + 1)W. Также видно, что часть СУМ перешла в 
ОУМ, так как W1

 < W. Это сохранение и является при-
чиной возникновения эффекта Холла в фокусе. 

В данной работе на основе формализма Ричардса–
Вольфа получены простые аналитические выражения 
(12) для продольной компоненты вектора плотности 
УМ света в фокусе оптического вихря с топологиче-
ским зарядом n и с правой круговой поляризацией. 

Кроме того, получены выражения для СУМ (10) и для 
продольной составляющей ОУМ (14). Показано, что 
сумма плотностей СУМ и ОУМ не равна плотности 
УМ. Ранее было показано, что сумма только полных 
(проинтегрированных по всему пространству) СУМ и 
ОУМ равна полному УМ светового пучка (23). Также 
показано в общем виде, что плотность УМ равна 
сумме трёх слагаемых (29): СУМ, ОУМ и некоего 
третьего слагаемого, не дающего вклада в общий УМ 
(23). Кроме того, показано, что выражения (2) для 
векторов напряжённости электрического и магнитно-
го полей вблизи острого фокуса, полученные с ис-
пользованием формализма Ричардса–Вольфа, явля-
ются точными решениями уравнений Максвелла (31 –
 33). Таким образом, теория Ричардса–Вольфа точно 
описывает поведение света вблизи острого фокуса в 
свободном пространстве. Результаты моделирования 
(рис. 1) согласуются с теоретическими выводами. 
Полученные результаты могут быть использованы 
для проектирования оптических ловушек, в которых 
световое поле должно управлять как движением ча-
стиц по некоторым траекториям, так и их вращением 
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вокруг центров масс. Таким образом, в таких ловуш-
ках должны быть правильно сформированы распре-
деления плотности как ОУМ, так и СУМ. Данная ра-
бота ограничивается теоретическими исследованиями 
и численными расчетами. Для экспериментальных 
подтверждений СУМ можно измерить с помощью 
поляризаторов [28], а ОУМ можно определить с по-
мощью цилиндрических линз [29, 30] или путём вы-
числения моментов интенсивности [31, 32]. 
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Abstract  

Based on the Richards-Wolf formalism, we obtain two different exact expressions for the an-
gular momentum (AM) density in the focus of a vortex beam with the topological charge n and 
with right circular polarization. One expression for the AM density is derived as the cross product 
of the position vector and the Poynting vector and has a nonzero value at the focus for an arbitrary 
integer number n. The other expression for the AM density is deduced as a sum of the orbital an-
gular momentum (OAM) and the spin angular momentum (SAM). We reveal that at the focus of 
the light field under analysis, the latter turns zero at n = –1. While both these expressions are not 
equal to each other at each point of space, 3D integrals thereof are equal. Thus, exact expressions 
are obtained for densities of AM, SAM and OAM at the focus of a vortex beam with right-hand 
circular polarization and the identity for the densities AM = SAM + OAM is shown to be violated. 
Besides, it is shown that the expressions for the strength vectors of the electric and magnetic fields 
near the sharp focus, obtained by adopting the Richards-Wolf formalism, are exact solutions of the 
Maxwell's equations. Thus, Richards–Wolf theory exactly describes the behavior of light near the 
sharp focus in free space. 

Keywords: vortex beam; focusing; Richards-Wolf formalism; angular momentum; orbital an-
gular momentum; spin angular momentum; Maxwell's equations. 
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