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Аннотация 

Рассмотрен градиентный метод расчета каскадных дифракционных оптических элемен-
тов, состоящих из нескольких последовательно расположенных фазовых дифракционных оп-
тических элементов. С использованием свойства унитарности оператора распространения света 
через каскадный дифракционный оптический элемент получены явные выражения для произ-
водных функционала ошибки по фазовым функциям каскадного дифракционного оптического 
элемента. Рассмотрено применение градиентного метода в задаче фокусировки различных па-
дающих пучков в области с различными распределениями интенсивности и в задаче классифи-
кации изображений. Представленные описания градиентного метода рассматривают задачи 
синтеза каскадных дифракционных оптических элементов для фокусировки лазерного излуче-
ния и для классификации изображений в рамках единого методологического подхода. При этом 
показано, что вычисление производных функционалов ошибок и в задаче фокусировки, и в за-
даче классификации сводится к одной и той же общей формуле. С использованием предложен-
ного градиентного метода рассчитаны одиночные и каскадный дифракционный оптический 
элемент для решения задачи классификации рукописных цифр. Полученные результаты могут 
найти применение при разработке дифракционных нейронных сетей и систем для фокусировки 
лазерного излучения. 
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Введение 

В последние годы дифракционные оптические 
элементы (ДОЭ) вновь стали предметом интенсивных 
исследований [1 – 5]. Основными причинами интереса 
к данной области исследований являются компакт-
ность, технологичность и эффективность применения 
ДОЭ при решении широкого класса задач по преоб-
разованию и фокусировке оптического излучения. 
Как правило, расчет ДОЭ осуществляется в рамках 
скалярной теории дифракции. Задача расчета ДОЭ 
принадлежит к классу некорректных обратных задач 
и состоит в определении формы «фазового» дифрак-
ционного микрорельефа, обеспечивающего формиро-
вание в заданной области пространства светового по-
ля с заданными характеристиками (как правило, с 
требуемым распределением интенсивности). По-
скольку высота микрорельефа ДОЭ пропорциональна 
фазовой функции светового поля, формируемого 
ДОЭ, то задачу расчета ДОЭ обычно рассматривают 
как задачу расчета фазовой функции, обеспечиваю-
щей формирование требуемого распределения интен-

сивности. Для расчета фазовой функции традиционно 
используются различные итерационные алгоритмы, 
включающие «классический» алгоритм Гершберга–
Сакстона (англ. Gerchberg–Saxton algorithm), алго-
ритм уменьшения ошибки и широкий спектр их раз-
личных модификаций [6 – 12]. 

Помимо одиночных ДОЭ, широко применяются 
т.н. каскадные ДОЭ, состоящие из нескольких после-
довательно расположенных фазовых ДОЭ. Такие 
ДОЭ обладают более широкими функциональными 
возможностями и позволяют решать более сложные 
задачи, включающие фокусировку различных пада-
ющих пучков в различные области [2, 13, 14], в том 
числе при различных длинах волн падающего излу-
чения. Для расчета каскадных ДОЭ также используют 
итерационные алгоритмы, являющиеся обобщением 
алгоритмов, предложенных для одиночных ДОЭ. В то 
же время большинство из этих алгоритмов являются 
эвристическими и не имеют строгого теоретического 
обоснования. В частности, для итерационных алго-
ритмов, использованных в работах [2, 13, 14], отсут-
ствует анализ свойств неувеличения ошибки, кото-
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рыми обладают алгоритм Гершберга–Сакстона и ал-
горитм уменьшения ошибки. В этой связи представ-
ляется актуальной разработка градиентных методов 
расчета каскадных ДОЭ, которые являются более по-
нятными с теоретической точки зрения. 

Помимо применения каскадных ДОЭ в сложных 
задачах фокусировки лазерного излучения, в послед-
ние годы они нашли широкое применение в решении 
различных задач машинного обучения (в особенности 
задач классификации изображений) [3, 5, 15 – 21], в 
задачах реализации различных математических пре-
образований, описываемых линейными операторами 
[22], а также при реализации операций спектральной 
фильтрации [23]. В данных задачах каскадные ДОЭ 
стали называть дифракционными нейронными сетями 
(ДНН). Основным методом расчета ДНН является 
стохастический градиентный метод, а также основан-
ные на нем «улучшенные» методы 1-го порядка [24]. 
В ряде работ были получены выражения для градиен-
тов функций ошибок по параметрам фазовых функ-
ций [2, 5, 18]. Тем не менее, данные выражения были 
получены при дискретной записи операторов распро-
странения света между ДОЭ. Вследствие этого выра-
жения для градиентов имеют сложный вид и, по мне-
нию авторов настоящей статьи, сложны для понима-
ния и реализации. 

В настоящей работе рассмотрен градиентный ме-
тод расчета каскадного ДОЭ. С использованием свой-
ства унитарности оператора распространения света 
через каскадный ДОЭ получены явные и компактные 
выражения для производных функционала ошибки по 
фазовым функциям каскадного ДОЭ. Рассмотрено 
применение градиентного метода в задаче фокуси-
ровки различных падающих пучков в области с раз-
личными распределениями интенсивности и в задаче 
классификации изображений. Представленные опи-
сания градиентного метода «объединяют» задачи 
синтеза каскадных ДОЭ для фокусировки лазерного 
излучения и для классификации изображений в рам-
ках единого методологического подхода. При этом 
показано, что несмотря на различный вид функционалов 
ошибки, используемых в задачах фокусировки (форми-
рования заданных распределений интенсивности) и в 
задачах оптической классификации, вычисление произ-
водных данных функционалов сводится к одной и той 
же общей формуле. С использованием предложенного 
градиентного метода рассчитаны одиночные и кас-
кадный ДОЭ для решения задачи классификации ру-
кописных цифр. Представленные результаты числен-
ного моделирования демонстрируют хорошие рабо-
чие характеристики предложенного метода.  

1. Постановка задачи 

Пусть во входной плоскости z = f0
 = 0 задана ком-

плексная амплитуда «входного» поля w0
 (u0), где 

u0
 = (u0, v0) – декартовы координаты в плоскости z = 0. 

Будем считать, что световое поле (c длиной волны ) 

из плоскости z = 0 последовательно распространяется 
через набор из n фазовых ДОЭ, расположенных в 
плоскостях z = f1, ., z = fn (0 < f1

 <  < fn), и далее по-
падает в выходную плоскость z = fn +1

 > fn (рис. 1).  
Обозначим 1

 (u1),., n
 (un) фазовые функции 

ДОЭ, где uj
 = (uj, vj) – декартовы координаты в плос-

костях z = f1, ., z = fn. Будем предполагать, что рас-
пространение света между плоскостями 
z = fi, i = 1 , n + 1 описывается в рамках приближения 
Френеля–Кирхгофа скалярной теории дифракции. 
Будем также считать, что прохождение света через 
ДОЭ описывается в приближении тонкого оптическо-
го элемента как умножение комплексной амплитуды 
падающего пучка на функцию комплексного пропус-
кания ДОЭ  

    exp , 1,... .m m m mT i m n  u u  

исходное изображение

выходная плоскость

w
0
, u

0 0

f
1

f
2

f
n

f
n+1w

n+1
, u

n+1


1
, w

1
, u

1


2
, w

2
, u

2


n
, w

n
, u

n

К
ас
ка
д 

 Д
О
Э

F
n+1

F
n

F
2

F
1

О
бр
ат
но
е 
ра
сп
ро
ст
ра
н
ен
и
е 
по
ля

z

 
Рис. 1. Геометрия задачи расчета каскадного ДОЭ  

В этом случае распространение света через кас-
кадный ДОЭ описывается следующими формулами: 
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где dm
 = fm

 – fm –1 – расстояние между плоскостями. Со-
гласно (1), вычисление комплексной амплитуды вы-
ходного поля wn +1(un +1) осуществляется рекуррент-
ным образом. Для дальнейшего анализа формулы (1) 
будет удобно рассматривать как представление ли-
нейных операторов прямого распространения света 
из входной плоскости z = f0 до плоскостей z = fm, 
m = 1,, n +1. 
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Под обратной задачей будем понимать задачу рас-
чета фазовых функций 1

 (u1),, n
 (un) из условия 

формирования в выходной плоскости светового поля 
с заданным распределением интенсивности I (un +1). 
Будем считать, что ошибка формирования заданного 
распределения интенсивности представляется неко-
торым интегральным критерием 

      2
1 1 1 1 1,..., [ , ] ,n n n n nD I I d        u u u  (2) 

где In +1(un +1) = |wn +1(un +1)|2 – распределение интен-
сивности, формируемое при фазовых функциях 
1

 (u1),, n
 (un), а D – некоторая функция, представ-

ляющая отличие формируемого и заданного распре-
делений в текущей точке. 

Далее мы будем рассматривать обратную задачу 
расчета каскадного ДОЭ как задачу минимизации 
функционала (2) 
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2. Градиентный метод расчета каскадного ДОЭ 

Для решения задачи (3) будем использовать гра-
диентный метод. Рассмотрим вычисление производ-
ной функционала (3) по функции m. 

Обозначим 
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приращение функционала ошибки, вызванное приращением m функции m. Согласно (2), данное приращение 
имеет вид: 
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где mwn +1(un +1) – приращение комплексной ампли-
туды, вызванное приращением фазы m, угловые 
скобки обозначают скалярное произведение функций, 
а функция Fn +1(un +1) имеет вид:  

       1 1 1
1 1 1 1

1

[ , ]
.

n n n
n n n n

n

D I I
F w

I

  
   








u u
u u  (6) 

Для дальнейших выкладок введем оператор 

1
Pr

n mf f    обратного распространения света из выход-

ной плоскости z = fn +1 до плоскости mz f  , располо-

женной непосредственно за плоскостью расположе-
ния m-го ДОЭ z = fm. В данной плоскости комплексная 
амплитуда поля при прямом распространении света 
имеет вид mi

mw e  . Приведем формулы для вычисле-
ния данного оператора на примере поля Fn +1(un +1) 
(рис. 1). При m = n  
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Отметим, что выражение (7) является интегралом 
Френеля–Кирхгофа, в котором расстояние распро-
странения dn +1 взято со знаком минус. При m < n опе-
ратор 

1 1Pr ( )
n m nf f F
   рассчитывается рекуррентно на 

основе следующей формулы: 

     

 

1 1

2 2
1exp , ,..., 1.

j

j j

ikd
i

j j j j
j

j j j
j

e
F F e

id

i d j n m
d


 

 



 


       
  

 uu u

u u u

 (8) 

Несложно показать, что операторы прямого и об-
ратного распространения света через набор фазовых 
ДОЭ являются унитарными и сохраняют скалярное 
произведение [16]. В силу сохранения скалярного 
произведения приращение критерия (5) можно пред-
ставить в виде:  
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Поскольку 
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mw e   – комплексная амплитуда поля непосредственно 

за плоскостью m-го ДОЭ при прямом распространении, 
и 

1 1Pr ( )
n m n mf f F F
   , то преобразуем (9) к виду: 

 
     

1

* 2

,..., 2Re ( ),

2Re .

m

m m

i
m n m m m

i
m m m m m

w e F

w e F d





      

  uu u u
 (10) 

Представляя приращение eim в виде разложения 
в ряд Тейлора до линейных членов 
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exp(im) = exp(im+im) – exp(im)  imexp(im), 

запишем главную линейную часть приращения функ-
ционала (10) в виде: 

   

     

1

* 2

,..., 2

Im[ ] .m m

m n m m

i
m m m m mw e F d

       




u

u

u u u
 (11) 

Согласно (11), производная функционала имеет 
вид: 

     1 ( ) *
,...,

2 Im[ ].m m
n i

m m m m
m

w e F
  

 


uu u  (12) 

При решении задачи минимизации функционала 
(3) с использованием градиентного метода расчет фа-
зовых функций ДОЭ осуществляется итерационно. 
Опишем вычисления, происходящие на каждой ите-
рации метода. Пусть    11 ,....,k k

n n u u  – фазовые 
функции ДОЭ, полученные на k-й итерации. Тогда 
для вычисления следующих приближений фазовых 
функций выполняются нижеприведенные шаги: 

1) С использованием формул (1), описывающих 
прямое распространение поля, рассчитываются ком-
плексные амплитуды полей wm

 (um) eim(um) в плоско-
стях z = fm, m = 1,, n и в выходной плоскости z = fn +1.  
2) При выбранном критерии оптимизации рассчиты-
вается функция Fn +1(un +1) в (6) и по формулам (7), 
(8), описывающим обратное распространение поля, 
рассчитываются функции Fj

 (uj), j = n, n –1,, 1. 
3) По формуле (12) рассчитываются производные 
функционала  /m, m =1,, n. 
4) Осуществляется расчет новых приближений 
фаз по формулам 

     1 , 1,..., ,k k
m m m m k m

m

t m n 
    


u u u  (13) 

где tk – шаг градиентного метода. 

3. Случай нескольких падающих пучков 

Представленный градиентный метод легко обоб-
щается на задачу, в которой имеется K > 1 различных 
входных распределений w0, j

 (u0), j = 1,, K (различ-
ных падающих пучков), и каскадный ДОЭ при каж-
дом отдельном входном распределении должен 
сформировать в выходной плоскости «своё» заданное 
распределение интенсивности Ij

 (un +1). В этом случае 
в качестве функционала ошибки можно использовать 
сумму функционалов 

   1 1
1

,..., ,..., ,
K

j
set n n

j

        (14) 

где функционалы  j(1,, n) представляют отличие 
распределений интенсивности In+1, j

 (un+1), формируе-
мых для входных распределений w0, j

 (u0), от требуе-
мых распределений Ij

 (un+1). Без ограничения общно-

сти можно считать, что данные функционалы имеют 
вид (2), но, возможно, с различными функциями 
D [In+1, j

 (un+1), Ij
 (un+1)]. Поскольку производные от 

суммы функционалов (14) просто равны сумме про-
изводных слагаемых,  

   1 1

1

,..., ,...,
, 1,..., ,

jK
set n n

m j m

m n


     
 

   (15) 

то вычисление производных функционала (14) также 
сводится к формуле (12). При этом коррекция фазо-
вых функций на каждой итерации осуществляется по 
формуле, аналогичной формуле (13).  

Отметим, что рассмотренный градиентный метод 
также легко обобщается на задачу, когда требуемые 
распределения интенсивности Ij

 (un+1) заданы в раз-
личных выходных плоскостях. 

4. Расчет каскадных ДОЭ для решения задач 
классификации 

В данном параграфе мы рассмотрим расчет кас-
кадных ДОЭ для решения задачи классификации 
изображений. Опишем данную задачу. Пусть во 
входной плоскости z = f = 0 располагается некоторый 
динамический транспарант, генерирующий ампли-
тудные изображения объектов из L различных клас-
сов (например, изображения рукописных цифр от ну-
ля до девяти). Транспарант освещается плоской вол-
ной с длиной волны . Формируемое таким образом 
световое поле распространяется через каскадный 
ДОЭ и попадает в выходную плоскость z = fn+1. Будем 
считать, что в выходной плоскости заданы L про-
странственно разделенных областей Gj, соответству-
ющих изображениям различных классов. Тогда зада-
ча расчета каскадного ДОЭ для решения задачи клас-
сификации состоит в расчете таких фазовых функций 
ДОЭ 1(u1),., n

 (un), что при «входном сигнале», 
соответствующем изображению j-го класса, макси-
мум формируемого распределения интенсивности до-
стигается в соответствующей области Gj [17].  

В задачах расчета каскадных ДОЭ для классифи-
кации изображений используется идеология нейрон-
ных сетей. В этом случае для расчета (обучения) кас-
кадного ДОЭ используется т.н. обучающая выборка, 
содержащая набор входных распределений, соответ-
ствующих различным изображениям объектов раз-
личных классов. Вследствие большого размера обу-
чающей выборки, обычно из неё случайным образом 
выбирается набор распределений (т.н. батч, от англ. 
batch) и для него рассчитываются производные функ-
ционала ошибки. Можно показать, что математиче-
ские ожидания производных, рассчитанных по батчу, 
пропорциональны производным функционала, рас-
считанным по всей выборке. В этой связи такой под-
ход является методом стохастического градиента.  

Процесс обучения каскадного ДОЭ на конкрет-
ном батче соответствует градиентному методу для 
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случая нескольких падающих пучков, рассмотрен-
ному в параграфе 3. Действительно, функционал 
ошибки при обучении по батчу можно считать за-
данным в виде (14), где K – размер батча, а функци-
оналы  j (1,., n) должны представлять ошибку 
распознавания распределений различных классов, 
входящих в батч. Отличие задачи классификации от 
задачи формирования различных распределений ин-
тенсивности для различных падающих пучков со-
стоит только в виде функционалов  j (1,., n). В 
следующих параграфах мы рассмотрим два функци-
онала ошибки, используемых при решении задачи 
классификации, и покажем, что вычисление произ-
водных этих функционалов также сводится к общей 
формуле (12). 

4.1. Квадратичный функционал ошибки 

Пусть w0, j
 (u0) – входное распределение, соответ-

ствующее некоторому изображению j-го класса. Обо-
значим  

 
1

1, 1 1arg max , 1,..., ,
n k

n k n n
G

I k L


  


 
u

u u  (16) 

координаты максимумов формируемого распределе-
ния интенсивности в областях Gk выходной плоско-
сти при входном поле w0, j

 (u0). Для распознавания 
входного сигнала w0, j

 (u0) необходимо, чтобы в тре-
буемой области Gj формировался максимум интен-

сивности с «большим» значением Imax, а максимумы в 
остальных областях 

   
1

1 1, 1 1max
n k

n n k n n
G

I I


   



u

u u  

были близки к нулю. В качестве значения Imax мож-
но, например, использовать значение 

Imax
 = |( fn+1)–1 w0, j

 (u0) d 2 u0|2, 

получающееся в фокусе при фокусировке входного 
изображения дифракционной линзой. Соответствен-
но, в качестве функционала ошибки для распознава-
ния входного распределения j-го класса можно ис-
пользовать следующий квадратичный функционал  

   
 

1

2

1 1 1 max ,
1

2
1 1, max ,

1

,..., max ( )

( ) ,

n k

L
j

n n n k j
G

k

L

n n k k j
k

I I

I I


 



 


      

  





u
u

u

 (17) 

где k, j – символ Кронекера.  
Покажем, что вычисление производных функцио-

нала  j (1,., n) аналогично вычислению производ-
ных «общего» функционала (2), рассмотренного в па-
раграфе 2. Действительно, пусть  1,...,j

m n     – 
приращение функционала (17), вызванное прираще-
нием m функции m. Согласно (17), данное прира-
щение имеет вид: 

     

 

 

*
1 1 1, max , 1 1, 1 1,

1
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j

L
j
m n n n k k j m n n k n n k
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1 1 1 14Re ( ), ( ) ,
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w F
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 
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 u

u u

 (18) 

где  (un+1) – дельта-функция, Gj
 (un+1) – индикатор-

ная функция множества Gj, 

   1 1 1 1 max 1

1 1 1 1,
1

( ) ( )

( ) ( ).

jn n n n G n

L

n n n n k
k

F I I
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    
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
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  

u u u

u u u
 (19) 

Аналогично (5), мы получили приращение функ-
ционала  1,...,j

m n     в виде скалярного произведе-
ния. Соответственно, производные функционала 
 j (1,., n) также задаются формулой (12), где 
функции Fm

 (um) рассчитываются через обратное рас-
пространение поля (19). 

4.2. Функционал перекрестной энтропии  

В задачах классификации в качестве критерия ча-
сто используют т.н. перекрестную энтропию в ком-
бинации с функцией softmax для приведения макси-
мумов интенсивности к диапазону [0,1] [17 – 19]. В 

этом случае для распознавания входного распределе-
ния j-го класса w0, j

 (u0) используется критерий 

  1 1,
1

1 1,
1

exp( ( ))
,..., ln ,

exp( ( ))

n n jj
n l

n n k
k

I

I

 

 


 
 
     
 
  


u

u
 (20) 

где un +1, k – координаты максимумов формируемого 
распределения интенсивности в областях Gk. Отме-
тим, что выражение (20) будет близким к нулю, когда 
значение максимума интенсивности в требуемой об-
ласти Gj будет существенно больше максимумов ин-
тенсивности в других областях. 

Рассмотрим приращение функционала (20), вы-
званное приращением m функции m. Проводя 
преобразования, аналогичные представленным вы-
ше, несложно получить приращение функционала в 
виде: 
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 1
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где 

  1 1
1 1 1 1 1,

1

1 1 1 1,
1

( )
[ ( ) ( )

2 ( )

exp( ( )) ( )],

n n
n n n n n j

n

L

n n n n k
k

w
F S

S

I

 
    



   


    

  

u
u u u u

u

u u u

 (22) 

где 

1 1 1
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( ) exp( ( ))
l

n n n
k

S I  


 u u . 

Как и в предыдущем случае, мы записали прираще-
ние функционала  1,...,j

m n     в виде скалярного 
произведения. Соответственно, производные функ-
ционала (20) также задаются формулой (12), где 
функции Fm

 (um) рассчитываются через обратное рас-
пространение поля (22). 

Таким образом, расчет фазовых функций каскад-
ного ДОЭ в задаче классификации изображений со-
стоит в следующем. Для текущего батча вычисляется 
градиент функционала (14), где расчет производных 
слагаемых производится по формулам (12), (19) или 
(12), (22), в зависимости от выбранного критерия. 
После вычисления производных функционала (14) 
осуществляется коррекция фазовых функций по фор-
муле, аналогичной формуле (13). Затем рассматрива-
ется следующий батч и процесс повторяется.  

5. Расчет каскадных ДОЭ для классификации 
рукописных цифр 

В данном параграфе мы рассмотрим численный 
расчет ДОЭ для решения задачи классификации ру-
кописных цифр. В качестве входных распределений 
будем использовать амплитудные изображения цифр 
из базы данных MNIST [25]. 

5.1. Расчет одиночных ДОЭ 

Сначала рассмотрим решение задачи с помощью од-
ного ДОЭ. Для расчета были выбраны следующие па-
раметры. Входные изображения цифр задавались на 
сетке из 56 × 56 отсчетов с шагом d = 18 мкм. Фазовая 
функция ДОЭ задавалась на сетке 512 × 512 также с ша-
гом d = 18 мкм. В этом случае размер стороны апертуры 
ДОЭ составляет 9,216 мм. Расстояния от входной плос-
кости до ДОЭ (d1) и от ДОЭ до выходной плоскости (d2) 
были выбраны одинаковыми и равными 300 мм. Отме-
тим, что при расчетной длине волны  = 0532 мкм угол 
дифракции на отсчете (пикселе) входного изображения 
равен  = arcsin ( /d ) 1,7. При этом картина дифрак-
ции от пикселя (по первому минимуму) на расстоя-

нии d1
 = 300 мм примерно покрывает апертуру ДОЭ. 

Таким образом, выбранные параметры обеспечивают 
«связь» каждого пикселя входного изображения 
(нейрона входного слоя) со всеми отсчетами фазовой 
функции ДОЭ.  

В соответствии с методом расчета в выходной 
плоскости z = f2

 = 600 мм были заданы 10 простран-
ственно разделенных квадратных областей Gj с раз-
мером стороны 0,5 мм, в которых должны формиро-
ваться максимумы интенсивности для различных 
входных изображений различных цифр (см. рис. 2).  

При расчете использовалась обучающая выборка, 
содержащая 60000 изображений цифр из базы данных 
MNIST. Расчет ДОЭ проводился с обучением по бат-
чу (каждый батч содержал десять изображений, по 
одному для каждой цифры). В качестве функциона-
лов ошибки использовались функционал квадратич-
ной ошибки (КО) (14), (17) и критерий перекрестной 
энтропии (ПЭ) (14), (20). Расчет функций wm

 (um), 
Fm

 (um), входящих в выражения для производных 
функционалов, был основан на численном расчете 
интегралов Френеля–Кирхгофа в (1), (7) с использо-
ванием процедуры быстрого преобразования Фурье. 
В качестве начального приближения для фазы ДОЭ 
использовалась нулевая фаза (1(u1) = 0). Отметим, 
что использование случайной начальной фазы суще-
ственно не меняет процесс оптимизации. 
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Рис. 2. Положение областей Gj в выходной плоскости, 

в которых должны формироваться максимумы 
интенсивности для входных изображений различных цифр 

На рис. 3 для критериев КО и ПЭ представлены 
зависимости точности распознавания (процент пра-
вильно распознанных изображений), оцениваемые в 
процессе обучения (т.е. градиентной оптимизации) по 
последним обработанным 64 батчам (т.е. по послед-
ним 640 изображениям). 

Из рис. 3 видно, что при использовании критерия 
КО точность распознавания быстро «выходит на пла-
то» и примерно после 4000 итераций колеблется око-
ло значения примерно в 72 %. При использовании 
критерия ПЭ точность распознавания продолжает 
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возрастать и стабилизируется в районе 94 % пример-
но за 8000 итераций. Таким образом, рис. 3 показыва-
ет, что использование критерия ПЭ позволяет до-
стичь лучшей точности распознавания. При этом 
время расчета ДОЭ для критерия ПЭ при выполнении 
120000 итераций составило около 105 минут на стан-
дартном персональном компьютере с процессором 
Intel® Core™ i9-10920X CPU @ 3.50GHz. 
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Рис. 3. Оценки точности распознавания для квадратичного 
критерия (непрерывная линия) и критерия перекрестной 
энтропии (штриховая линия) в зависимости от номера 

итерации (номера батча) 

Фазовые функции ДОЭ, рассчитанные для обоих 
критериев, приведены на рис. 4. Можно видеть, что 
фазовые функции имеют области со значениями, 
близкими к нулю (к нулевой начальной фазе). Это 
связано с тем, что распределения амплитуд полей, 
формируемых в плоскости ДОЭ при входных изоб-
ражениях в виде рукописных цифр, сосредоточены в 
центральной области и имеют несколько слабо выра-
женных максимумов в периферийных областях, меж-
ду которыми поле близко к нулю. 

 
а)   б) 

Рис. 4. Фазовые функции ДОЭ, рассчитанные  
с использованием критерия квадратичной ошибки (а)  

и критерия перекрестной энтропии (б) 

В качестве примера на рис. 5 показаны входное 
изображение в виде цифры «3» и соответствующее 
распределение модуля комплексной амплитуды в 
плоскости ДОЭ. Можно увидеть явную зависимость 
между областями с малыми значениями фазы на 
рис. 4 и областями с малыми значениями поля на 
рис. 5б. Это связано с тем, что, согласно формуле 

(12), производная функционала ошибки оказывается 
близкой к нулю в областях с малым значением поля. 
Соответственно, в этих областях фазовая функция 
слабо изменяется и остается близкой к нулевой 
начальной фазе. 

 
а)   б) 

Рис. 5. Входное распределение цифры «3» и распределение 
модуля комплексной амплитуды в плоскости ДОЭ  

После процесса обучения выполнялось т.н. «сле-
пое» тестирование работы рассчитанных ДОЭ (рис. 4) 
на тестовой выборке, содержащей 10000 изображе-
ний, которые не входили в обучающую выборку. В 
этом случае для каждого входного изображения из 
тестовой выборки рассчитывалось формируемое рас-
пределение интенсивности, вычислялись максимумы 
в областях Gj и затем по самому большому значению 
максимума определялась входная цифра. Результаты 
тестирования работы ДОЭ в виде матриц ошибок и 
«матриц интенсивности» представлены на рис. 6. 
Элемент (i, j) матрицы ошибок содержит процент 
распознаваний входных изображений цифры j как 
цифры i. Соответственно, диагональные элементы 
данных матриц содержат проценты правильных 
распознаваний. Аналогично, элемент (i, j) матрицы 
интенсивностей содержит усредненный максимум 
интенсивности (в процентах) в области Gj при 
входном изображении j-й цифры. При этом диаго-
нальные элементы матрицы интенсивности содер-
жат относительную величину максимумов, выра-
женную в процентах, в требуемых областях для 
различных цифр.  

Для ДОЭ, рассчитанного с использованием крите-
рия КО (рис. 4а), точность распознавания (т.е. отно-
шение правильно распознанных цифр к общему чис-
лу цифр в тестовой выборке) составляет 73,6 %. Для 
ДОЭ, рассчитанного с использованием критерия ПЭ 
(рис. 4б), точность распознавания (рис. 6в) значи-
тельно выше и составляет 94,6 %. Отметим, что до-
стигнутая точность распознавания в 94,6 % является 
хорошей. Для сравнения отметим, что в работах [5, 
21] теоретические точности распознавания, получен-
ные для ДНН, состоящих из 5 и 10 ДОЭ, составили 
92,3 % и 91,6 % соответственно. Указанные точности 
для каскадов ДОЭ значительно меньше достигнутой 
точности в 94,6 % для одного ДОЭ. При этом, как и в 
настоящей работе, расчет ДНН в [5, 21] проводился 
при длинах волн из видимого диапазона.  
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Важно отметить, что матрица интенсивностей 
для ДОЭ, рассчитанного по критерию ПЭ, имеет 
значительно лучший вид. Действительно, при прак-
тическом применении ДОЭ важной характеристи-
кой является значение контраста, показывающее, 
насколько максимум интенсивности в требуемой 
области отличается от максимумов в других обла-
стях. Назовем контрастом для цифры i следующую 
величину: 

, ,

min,
, ,

max
,

max

i i j i
j i

i
i i j i

j i

I I

I I





 


 (23) 

где Ii,j, i, j = 0,, 9 – элементы матрицы интенсивно-
сти. С учетом ошибок, неизбежно возникающих при 
экспериментальной реализации ДОЭ, желательно, 
чтобы в теоретических расчетах значения min,i пре-
восходили 0,1. Для матрицы интенсивностей на 
рис. 6б минимальный контраст достигается для циф-
ры «5» и составляет всего min,5

  0,06. Для матрицы 
интенсивностей на рис. 6г, соответствующей ДОЭ, 
рассчитанному по критерию ПЭ, минимальный кон-
траст достигается для цифры «9» и составляет 
min,9

  0,25. Таким образом, использование критерия 
ПЭ позволяет рассчитывать ДОЭ с существенно луч-
шими рабочими характеристиками. 

а) 
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Рис. 6. Матрицы ошибок и матрицы интенсивности для ДОЭ, (а, б) рассчитанных по критерию квадратичной ошибки  

и (в, г) по критерию перекрестной энтропии 

В качестве примера на рис. 7 показано распреде-
ление интенсивности, формируемое в выходной 
плоскости ДОЭ, рассчитанного по критерию ПЭ, при 

входном изображении в виде цифры «3» (рис. 5а). 
Можно видеть, что приведенное распределение ин-
тенсивности имеет выраженный максимум в требуе-
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мой области G3. Отметим, что данный максимум 
формируется вблизи границы области, поскольку ис-
пользованный критерий оптимизации требует фор-
мирования максимума в соответствующей области 
без привязки к конкретной точке этой области. 

3

 
Рис. 7. Распределение интенсивности в выходной 

плоскости при входном изображении в виде цифры «3»  
на рис. 5а. Числовые значения указывают величины 

максимумов интенсивности в процентах в областях Gj 

5.2. Расчет каскадного ДОЭ 

Далее был рассчитан каскадный ДОЭ, состоящий 
из двух ДОЭ, расположенных в плоскостях 
z = f1

 = 200 мм и z = f2
 = 400 мм. Как и в предыдущих 

примерах, выходная плоскость расположена при 
z = 600 мм. Все остальные параметры (дискретизация, 
длина волны, размеры апертур) совпадают с парамет-
рами рассмотренных выше примеров.  

Поскольку критерий ПЭ показал лучшие характе-
ристики, то каскадный ДОЭ был рассчитан с исполь-
зованием этого критерия. Расчет каскадного ДОЭ пол-
ностью аналогичен описанному выше расчету одиноч-
ных ДОЭ. На рис. 8 показаны фазовые функции кас-
кадного ДОЭ, рассчитанные за 12000 итераций.  

3
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Рис. 8. Фазовые функции каскадного ДОЭ в плоскостях 
z = 200 мм (а) z = 400 мм (б) 

Результаты тестирования работы каскадного ДОЭ 
в виде матриц ошибок и матриц интенсивности пред-
ставлены на рис. 9. Как и ранее, тестирование прово-
дилось на выборке из 10000 изображений, которые не 
входили в обучающую выборку. Для рассчитанного 

каскадного ДОЭ точность распознавания составила 
95,9 %, что всего на 1,3 % больше, чем для одиночно-
го ДОЭ. В то же время матрица интенсивностей 
(рис. 9б) имеет значительно лучший вид, чем для 
одиночного ДОЭ. В частности, минимальный кон-
траст, который также достигается для цифры «9», со-
ставляет 0,33 против 0,25 для одиночного ДОЭ. При 
этом средний контраст (среднее арифметическое кон-
трастов для всех цифр) у каскадного ДОЭ составляет 
0,37, что на 0,08 больше, чем для одиночного ДОЭ. 

Отметим, что дальнейшее увеличение числа ДОЭ 
фактически не увеличивает точность распознавания, 
но несколько улучшает значения контраста. В частно-
сти, для трех ДОЭ точность распознавания составила 
96 % (т.е. увеличилась всего на 0,1 %), а средний кон-
траст составил 0,41 против 0,37 для случая двух ДОЭ. 
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Рис. 9. Матрица ошибок (а) и матрица интенсивностей (б) 

для каскадного ДОЭ 
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Заключение 

Рассмотрен градиентный метод расчета каскадно-
го ДОЭ. С использованием свойства унитарности 
оператора распространения света через каскадный 
ДОЭ получены явные выражения для производных 
функционала ошибки общего вида по фазовым функ-
циям каскадного ДОЭ. Рассмотрено применение гра-
диентного метода в задаче фокусировки различных 
падающих пучков в области с различными распреде-
лениями интенсивности и в задаче классификации 
изображений. Представленные описания градиентного 
метода объединяют задачи синтеза каскадных ДОЭ 
для фокусировки лазерного излучения и для классифи-
кации изображений в рамках единого методологиче-
ского подхода. При этом единственное отличие ука-
занных задач состоит только в виде функционалов 
ошибки, производные которых, тем не менее, вычис-
ляются на основе одной и той же общей формулы (12). 

С использованием предложенного градиентного 
метода рассчитаны одиночные и каскадный ДОЭ для 
решения задачи классификации рукописных цифр. 
Представленные результаты численного моделирова-
ния демонстрируют хорошую точность распознава-
ния, которая составила 94,6 % для одного ДОЭ и 
95,9 % для каскада из двух ДОЭ. Для сравнения отме-
тим, что теоретические точности распознавания, по-
лученные в работах [3, 5, 21] для ДНН, состоящих от 
5 до 10 ДОЭ, составляют от 91,6 % до 93,4 %. 

По мнению авторов статьи, рассмотренный гради-
ентный метод обобщается на задачу формирования 
заданных распределений интенсивности для несколь-
ких падающих пучков с различными длинами волн. В 
этом случае в качестве «оптимизируемых парамет-
ров» функционала ошибки следует рассматривать не 
фазовые функции каскадного ДОЭ, а функции высо-
ты микрорельефа. В остальном приведенные выклад-
ки для расчета производных будут аналогичными. 
Кроме того, в силу установленной «общности» задач 
фокусировки и классификации, можно ожидать, что 
рассмотренный единый подход может быть также 
применен к решению различных задач классифика-
ции на различных длинах волн. Данные направления, 
посвященные расчету каскадных ДОЭ для работы с 
излучением различных длин волн, будут являться 
предметом дальнейших исследований.  
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Gradient method for designing cascaded DOEs  
and its application in the problem of classifying handwritten digits 
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Abstract  

We consider a gradient method for calculating cascaded diffractive optical elements (DOEs) 
consisting of several sequentially placed phase DOEs. Using the unitarity property of the operator 
describing the light propagation through the cascaded DOE, we obtained explicit expressions for 
the derivatives of the error functional with the respect to the phase functions of the cascaded DOE. 
We consider the application of the gradient method in the problem of focusing several different in-
cident beams to several domains with different intensity distributions, and in the problem of image 
classification. The presented description of the gradient method treats the problems of designing 
cascaded DOEs for both focusing the laser radiation and performing image classification in the 
framework of a single general approach. It is shown that the difference of the problem of optical 
classification from the problem of generating required intensity distributions consists only in the 
form of error functionals, the calculation of the derivatives of which is reduced to the same general 
formula. Using the proposed gradient method, we designed single and cascaded DOEs for optical 
classification of handwritten digits. The obtained results may find application in the development 
of diffractive neural networks and optical systems for laser beam focusing. 

Keywords: diffractive optical element, phase function, scalar diffraction theory, gradient meth-
od, image classification. 
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