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Аннотация 

В статье рассмотрен ряд вопросов, связанных с вычислением локальной энтропии в 
скользящем окне обработки изображения. Предложен новый алгоритм оценки энтропии, 
обладающий в несколько раз меньшей вычислительной сложностью по сравнению с из-
вестными. Алгоритм основан на приближенном представлении гистограммы в виде усечен-
ного разложения в ряд по некоторой системе ортогональных базисных функций, рекурсив-
ного вычисления коэффициентов этого разложения в скользящем окне и последующего пе-
ресчета коэффициентов в оценку энтропии. Рассмотрены вопросы выбора ортогонального 
базиса для представления локальной гистограммы в виде усеченного ряда, показана целесо-
образность использования базиса Хаара. Описана методика построения иерархического ап-
проксиматора, осуществляющего быстрый пересчет коэффициентов разложения гисто-
граммы в значение энтропии. Теоретические положения статьи верифицированы экспери-
ментами на изображениях дистанционного зондирования Земли. 
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Введение 

В практике компьютерной обработки изображе-
ний широкое распространение получили операции 
поэлементной обработки – от простой пороговой об-
работки, контрастирования или препарирования [1 –
 4] до тематической классификации пикселов [5, 6]. В 
последнем случае, как правило, обрабатываются мно-
гокомпонентные (цветные, многоспектральные) 
изображения, каждый пиксел которых интерпретиру-
ется как вектор признаков, поступающий в процедуру 
классификации и в итоге преобразующийся в номер 
класса, к которому он относится. 

Поскольку отдельные пикселы не могут описы-
вать пространственные связи на изображении, ре-
зультаты поэлементной классификации, как правило, 
содержат много ошибок. Для повышения качества 
классификации принято дополнять изображения син-
тетическими компонентами – полями различных при-
знаков, учитывающих статистические и/или струк-
турные особенности изображения в окрестности об-
рабатываемого пиксела [1, 5, 6]. Технология класси-
фикации при этом остается поэлементной, однако те-
перь работает с расширенным вектором характери-
стик, описывающих пиксел. 

Каждое поле признаков имеет те же размеры (в 
пикселах), что и исходное изображение. Обычно оно 
формируется в результате локальной обработки од-
ной из компонент изображения по известной схеме 
«скользящего окна» [1, 3].  

Среди разнообразных локальных признаков 
изображений можно выделить класс гистограм-
мных признаков, основанных на вычислении и ис-
пользовании эмпирической оценки распределения 
вероятности (гистограммы) значений пикселов в 
окне обработки [1, 2, 4, 5]. Подмножество этого 
класса составляют признаки, вычисляемые по од-
номерной гистограмме, среди которых важное ме-
сто занимает локальная энтропия изображения [2, 
7, 8] – признак, являющийся предметом рассмотре-
ния настоящей статьи. 

Основная проблема, возникающая при формиро-
вании гистограммных признаков как синтетических 
компонент изображения, состоит в высокой вычисли-
тельной сложности соответствующих процедур. Дей-
ствительно, для каждого положения локального окна 
необходимо построить гистограмму значений яркости 
в этом окне, а затем по гистограмме вычислить агре-
гирующую, зачастую нелинейную, характеристику (в 
нашем случае – энтропию). 
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Прямое построение гистограммы имеет слож-
ность, пропорциональную площади (числу пикселов) 
окна, что неприемлемо при работе с окнами доста-
точно больших размеров. Использование рекурсив-
ных методов пересчета гистограммы при скольжении 
двумерного прямоугольного окна вдоль одной из 
пространственных координат изображения [1, 7, 9, 
10] позволяет снизить вычислительные затраты до 
уровня, пропорционального стороне окна, но все рав-
но такого ускорения может оказаться недостаточно 
для практики. Более перспективным с точки зрения 
экономии вычислений представляется подход, со-
гласно которому гистограмма заранее представляется 
в сглаженной форме, в виде суммы нескольких слага-
емых – усеченного разложения в ряд по какой-либо 
системе базисных функций, при этом задача построе-
ния гистограммы заменяется на задачу нахождения 
небольшого числа ненулевых коэффициентов этого 
разложения [1, 11, 12]. Именно такой подход мы раз-
виваем в настоящей статье. 

После того как гистограмма тем или иным спосо-
бом получена, необходимо выполнить еще одну опе-
рацию – преобразовать ее в оценку энтропии. Данное 
преобразование также вычислительно весьма затрат-
но: даже если заранее протабулировать значения ло-
гарифма, входящего в формулу энтропии (см. ниже), 
неизбежным представляется суммирование большого 
(равного числу ячеек гистограммы) слагаемых в этой 
формуле. В работе [8] предпринята попытка заменить 
вычисление локальной энтропии на ее оценку 
нейросетью, настраиваемой с помощью машинного 
обучения. Но, на наш взгляд, достигаемое при этом 
ускорение оказывается незначительным, а сама про-
цедура – недостаточно универсальной: нейросеть 
приходится заново настраивать для каждого размера 
окна и для каждого обучающего набора изображений. 

Исходя из сказанного выше, можно заключить, 
что задача быстрой оценки локальной энтропии изоб-
ражения в скользящем окне не утратила своей акту-
альности. В нашей статье мы предлагаем один из ва-
риантов ее эффективного решения. 

Потенциал снижения вычислительной сложности 
алгоритма, решающего поставленную задачу, состоит 
в переходе от точного вычисления энтропии к ее при-
ближенной оценке. Поэтому разработку нового алго-
ритма, выбор его параметров нельзя осуществлять в 
отрыве от анализа погрешности такой оценки, кото-
рая, безусловно, должна лежать в некоторых прием-
лемых пределах. Анализ точности формируемой 
оценки энтропии, выработка рекомендаций по рацио-
нальному распределению допустимой погрешности 
по этапам осуществляемых преобразований также яв-
ляется предметом рассмотрения в данной статье. 

1. Задача вычисления энтропии изображения 

Введем основные обозначения и термины, необ-
ходимые для дальнейшего изложения, сформулируем 

принятые ограничения и поставим задачу вычисления 
поля локальной энтропии изображения. 

Пусть {x (n1, n2)} – матрица пикселов однокомпо-
нентного (полутонового) изображения, n1, n2 – их це-
лочисленные индексы. И пусть значения пикселов – 
целые числа, лежащие в интервале [0, L – 1]. В прак-
тике обработки изображений чаще всего пикселы 
представляются в байтовом формате (L = 256). 

Считаем пикселы изображения случайными вели-
чинами, которые принимают значения в соответствии 
с некоторым распределением вероятностей P (x), об-
ладающим очевидными свойствами [13]: 
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(здесь и ниже индексы можно опустить). Как извест-
но, энтропия (Шеннона) такого распределения вы-
числяется по формуле [14]: 
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Экспериментальная оценка распределения вероят-
ности случайной величины осуществляется через ги-
стограмму [13]. В нашем случае случайная величина 
x – целочисленная, поэтому достаточно просто под-
считать, сколько раз она принимает каждое значение: 

1
( ) ( ), 0 1,P x N x x L

D
     (3) 

где N (x) – число пикселов, равных x, в области D, в 
котором анализируется изображение, ||D|| – размер 
этой области в пикселах. Знак приближенного равен-
ства в соотношении (3) обусловлен тем, что область 
D на практике всегда ограничена, поэтому, строго го-
воря, называть вероятностью получаемый результат 
нельзя, это всего лишь относительная частота реали-
зации значений случайной величины в конкретном 
эксперименте. Иногда на практике удобнее использо-
вать не относительную частоту, а непосредственно 
массив целочисленных значений N (x), обычно он 
называется ненормированной гистограммой. 

Область D может соответствовать всему анализи-
руемому изображению, тогда оценка (3) будет харак-
теризовать изображение в целом, являться глобальной 
гистограммой. Или она может соответствовать некото-
рому относительно небольшому окну обработки, тогда 
и область, и гистограмму принято называть локальны-
ми. Мы рассматриваем именно второй случай. 

Итак, «базовый» вариант решения поставленной 
задачи, с которым мы будем сравнивать наш алго-
ритм, выглядит следующим образом. По изображе-
нию «скользит» окно обработки определенного 
(назначаемого нами как параметр) размера. Каждое 
положение окна задает область D, в пределах которой 
по формуле (3) вычисляется локальная гистограмма, а 
затем по формуле (2) рассчитывается энтропия, зна-
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чение которой относится к центру окна. В результате 
мы получаем искомую синтетическую компоненту 
изображения – двумерное поле локальной энтропии 
H (n1, n2). Иллюстрацией к сказанному служит рис. 1. 

 
Рис. 1. Базовый алгоритм вычисления поля локальной 

энтропии 

В рамках данной статьи будем считать размеры 
изображения достаточно большими, чтобы не рас-
сматривать особенности описанной вычислительной 
процедуры в ситуации, когда скользящее окно, как 
правило, имеющее относительно малый размер, од-
ной из своих сторон выходит за край изображения. 
Для обхода указанной коллизии существуют простые 
стандартные решения [3]. 

2. Предлагаемый алгоритм вычисления локальной 
энтропии изображения 

Известно, что распределение вероятностей P (x) 
может быть представлено (и оценено эмпирически) в 
виде разложения по некоторой системе базисных 
функций [11]. В нашем случае для такого представ-
ления можно использовать одну из известных систем 
ортогональных базисных функций дискретного аргу-
мента [3, 15 – 17], заданных на конечном интервале 
определения функции P (x). 

Очевидно, полное описание распределения P (x), 
соответствующего условиям (1), обеспечивают L ба-
зисных функций: 1

0{ ( )}L
k kf x 

 . Коэффициенты разло-
жения по ним задаются выражением: 
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Поскольку базис ортогонален, исходная функция 
P (x) может быть однозначно восстановлена непо-
средственно по коэффициентам разложения: 
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где Q – некоторый коэффициент, зависящий от кон-
кретного базиса. Но мы, преследуя цель экономии вы-
числений, усечем ряд (5) и будем аппроксимировать 
P (x) суммой небольшого числа базисных функций:  
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( ) ( ) ,
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k k
k

P x Q F f x



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где K << L – число используемых коэффициентов раз-
ложения. После представления плотности распреде-
ления вероятностей в виде (6) открывается возмож-
ность вычисления энтропии не как функции L значе-
ний гистограммы (см. формулу (2)), а как функции K 
коэффициентов ее разложения: 

0 1 1( , ,..., ).KH H F F F   (7) 

Такое вычисление даст заведомо приближенный 
результат оценки энтропии: погрешность возникает 
из-за усечения ряда при переходе от (5) к (6). Поэто-
му мы можем допустить и некоторую дополнитель-
ную погрешность, не вычисляя сложную многомер-
ную функцию (7) точно, а используя какую-либо ее 
простую аппроксимацию. 

Отметим, что преобразования, описываемые соот-
ношениями (4) – (7), должны выполняться для каждо-
го положения окна обработки изображения. Также 
отметим, что формула (4), корректная математически, 
непригодна для практического применения. Мы рас-
полагаем не самой функцией P (x), а лишь ее эмпири-
ческой оценкой (3), получаемой по окну обработки, 
поэтому на практике следует использовать альтерна-
тивную формулу: 
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в которой дополнительно учтен скользящий характер 
окна и восстановлены индексы, задающие простран-
ственное положение пикселов на входе и выходе 
осуществляемого преобразования. Здесь m1, m2 – ло-
кальные индексы, задающие смещение входных пик-
селов относительно центра окна. В формуле (8), в от-
личие от (4), отсутствует функция распределения ве-
роятностей, она учитывается здесь неявно, через ча-
стоту встречаемости конкретного значения пиксела в 
окне обработки. 

Анализируя структуру формулы (8), легко заметить, 
что каждое слагаемое в ней – результат простого в реа-
лизации поэлементного преобразования изображения: 

1 2 1 2( , ) [ ( , )],k ky n n f x n n  (9) 

а сама сумма, с учетом коэффициента перед ней, за-
дает усреднение преобразованных пикселов по окну 
обработки D. 

Таким образом, мы получаем быстрый алгоритм 
приближенного вычисления локальной энтропии изоб-
ражения, который можно проиллюстрировать рис. 2. 

Важно отметить, что режим скользящего окна 
позволяет выполнить суммирование пикселов в окне 
рекурсивно, с минимальными вычислительными за-
тратами [3]. Пусть скользящее окно обработки в 
формуле (8) имеет прямоугольную форму, симмет-
ричную относительно своего центра: 
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1 1 2 2: ( 1) / 2, ( 1) / 2,D m M m M     (10) 

где M1, M2 – размеры (в пикселах) окна обработки по 
вертикали и горизонтали. Тогда в каждой ветке алго-
ритма сумма пикселов Sk

 (n1, n2) вычисляется каскад-
но (последовательно), например, сначала рекурсив-
ным преобразованием двумерного поля пикселов по 
вертикали (переменной n1), а затем – по горизонтали 
(переменной n2): 
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где wk
 (n1, n2) – промежуточный результат преобразо-

вания. Далее переход от суммирования к усреднению 
пикселов осуществляется очевидным образом: 

1 2 1 2
1 2

1
( , ) ( , ).k kF n n S n n

M M
  (12) 

Построение аппроксиматора – блока быстрого по-
лучения приближенных значений функции многих 

переменных (7), используемого на последнем шаге 
алгоритма, будет описано в параграфе 6. 

 
Рис. 2. Алгоритм приближенного вычисления локальной 

энтропии изображения 

3. Тестовые изображения 

Для проведения вычислительных экспериментов в 
качестве тестовых изображений были выбраны три 
снимка дистанционного зондирования Земли с кос-
мических аппаратов QuickBird и Sentinel-2, соответ-
ствующие разным типам подстилающей поверхности 
(см. рис. 3). Каждый снимок представляет собой по-
лутоновое изображение в байтовом формате (L = 256) 
размером 1024×1024 пикселов. 

а)   б)   с)  
Рис. 3. Тестовые изображения. (a) QB, (б) S1, (в) S2 

Для этих изображений в режиме скользящего окна 
размером 25×25 пикселов построены локальные ги-
стограммы. Общий объем полученной коллекции ги-
стограмм составил примерно 3 000 000 экземпляров – 
полагаем, этого достаточно для обоснования каче-
ственных выводов проводимого анализа. 

4. О точности оценки энтропии в скользящем окне 

Прежде чем перейти к экспериментам и выбору 
параметров предлагаемого алгоритма, нужно отве-
тить на вопрос, насколько точно локальная гисто-
грамма описывает истинное распределение вероятно-
стей пикселов. 

Распределение P (x) является для нас гипотетиче-
ским, ненаблюдаемым, его экспериментальное изме-
рение (оценка) осуществляется в соответствии с фор-
мулой (3), т.е. подсчетом целочисленных значений 
N (x) ненормированной гистограммы по выборке из 
||D|| наблюдаемых случайных величин, 

1

0

( ) .
L

x

N x D




  (13) 

Ниже для краткости выкладок временно опустим 
аргумент x. 

Величина N – случайное число. Если проигнори-
ровать вытекающий из (13) факт его ограниченности 
сверху, что вполне допустимо при больших ||D|| и от-
сутствии аномально больших отдельных вероятно-
стей в распределении (1), оно имеет распределение 
Пуассона [13], плотность которого в наших обозна-
чениях задается соотношением: 

( )
( ) , 0.

!

N
D P

N

D P
W N e N

N
   (14) 

Как известно, это случайное число имеет одина-
ковые математическое ожидание и дисперсию: 

.N NM D D P   (15) 
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Абсолютная среднеквадратическая погрешность 
оценивания P равна 

1
,P ND P D

D
    (16) 

а относительная среднеквадратическая погрешность P –  

1
.P

P
P D P


    (17) 

В табл. 1 приведены примеры значений P (в про-
центах) для некоторых типичных размеров двумерно-
го окна обработки. 

Табл. 1. Относительная погрешность оценивания вероятности (в процентах) 

Объем 
выборки D 

Оцениваемая вероятность P 
0,001 0,002 0,005 0,01 0,02 0,05 0,1 0,2 0,5 

81 (9×9) 351 248 157 111 79 50 35 25 16 
225 (15×15) 211 149 94 67 47 30 32 15 9 
625 (25×25) 126 89 57 40 28 18 13 9 6 
1225 (35×35) 90 64 40 29 20 13 9 6 4 

 

В таблице жирным шрифтом выделены относи-
тельные погрешности больше 50 %, курсивом – 
больше 20 %. Видно, что при небольшом объеме вы-
борки, характерном для скользящего окна, гисто-
грамма описывает истинное распределение вероятно-
стей с очень большой погрешностью, которая может 
оказаться неприемлема для практики. Однако в рам-
ках данного исследования нас интересует не точность 
представления гистограммы, а точность оценки эн-
тропии. Определим и ее. Рассмотрим любое слагае-
мое в формуле (2): 

2 2log log ( ).
DN

h P P h N
D N

     (18) 

Формула (18) задает нелинейное преобразование 
случайной величины N в случайную величину h. Её 
математическое ожидание и дисперсия [13] выража-
ется формулами (19) и (20). А если вернуть аргумент 
x в обозначения исходного распределения вероятно-
стей и связанных с ним величин, то (19) и (20) пере-
пишется в виде (21) и (22). 

2 2
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И далее просуммируем все функционально преоб-
разованные случайные величины в соответствии с 
формулой (2). Нет оснований считать случайные ве-
личины h статистически зависимыми при разных x. 
Поэтому в силу центральной предельной теоремы 
теории вероятностей [13] результат суммирования 
будет иметь распределение, близкое к нормальному, 
которое с достаточной полнотой описывается своими 
математическим ожиданием и дисперсией: 

1

0

( ) ,
L

H h
x

M M x




  (23) 

1

0

( ).
L

H h
x

D D x




  (24) 

От дисперсии (24) можно перейти к среднеквадра-
тичной погрешности этой оценки, как абсолютной: 

,H HD   (25) 

так и относительной: 

.H
H

H


   (26) 

Расчеты по формулам (21) – (24) могут быть вы-
полнены только для конкретного распределения ве-
роятностей P (x). Важно заметить, что энтропия инва-
риантна к порядку расположения отдельных элемен-
тов дискретного распределения вероятности, на нее 
влияет лишь степень неравномерности значений этих 
элементов, которые можно расположить в порядке 
убывания. Поэтому для численных экспериментов 
было выбрано усеченное экспоненциальное распре-
деление целочисленной случайной величины: 

1
( ) , 0 1,

1
x

L

a
P x a x L

a


   


 (27) 

где a – единственный параметр распределения, кото-
рый регулирует его неравномерность (0 < a <1). Обос-
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нованием такого выбора является достаточная бли-
зость к распределению (27) усредненных и переупо-
рядоченных гистограмм многих реальных изображе-
ний (см. рис. 4). 

 
Рис. 4. Сравнение переупорядоченной усредненной 
гистограммы тестового изображения QB (рис. 3а) 

с усеченным экспоненциальным распределением (пунктир), 
L = 256 

Неравномерность распределения (27) также мож-
но задать через отношение между максимальным и 
минимальным значением вероятности, соответствен-
но, на левом и правом краю области определения: 

min 1

max

( 1)
.

(0)
LP P L

a
P P


   (28) 

В табл. 2 приведены показатели точности оцени-
вания энтропии (23) – (26) в зависимости от показате-
ля неравномерности усеченного экспоненциального 
распределения (28) для различных размеров скользя-
щего окна. Из таблицы видно, что, во-первых, оценка 
энтропии является смещенной в меньшую сторону, 
причем смещение особенно велико для малых окон, 
которые чаще всего используются на практике. Впро-
чем, систематическая погрешность (смещение) может 
и не влиять на результат обработки изображения, т.к. 
ее легко учесть при настройке (обучении) процедуры 
поэлементной классификации (см. Введение).  

Более серьезную проблему представляет случай-
ная погрешность оценки энтропии, которая также ве-
лика для окон малого размера. Интересно заметить, 
что дисперсия (и среднеквадратичная погрешность) 
оценки слабо зависит от степени неравномерности 
распределения вероятностей значений пикселов, а 
относительная среднеквадратичная погрешность (26) 
вообще остается практически постоянной.  

Для байтовых пикселов, для которых максимально 
возможное значение энтропии равно 8, абсолютная 
среднеквадратичная погрешность оценки энтропии 
для окна 15×15 лежит в диапазоне 0,35 – 0,45, а для 
окна 25×25 – в диапазоне 0,2 ÷ 0,25. 

5. Выбор базиса  
для приближённого представления гистограммы 

Поиск системы базисных функций для разложения 
(5) и его усеченного варианта (6), оптимальной для 

решения задачи оценки энтропии, является предме-
том отдельного исследования и лежит за рамками 
настоящей статьи. Для демонстрации работоспособ-
ности и эффективности предлагаемого алгоритма мы 
ограничимся рассмотрением трех известных систем 
функций дискретного аргумента, ортогональных на 
интервале [0, L – 1]: 

- дискретного преобразования Фурье [1, 3 – 5, 15, 
16] в вещественной форме (синусная и косинус-
ная компоненты каждой гармоники считаются 
двумя функциями разложения); 

- дискретного косинусного преобразования 
(ДКП-2) [15];  

- дискретного преобразования Хаара [1, 4, 16].  

Табл. 2. Показатели точности оценивания энтропии 
в скользящем окне  

Pmin
 / Pmax 1 0,1 0,01 1ꞏ10 –3 1ꞏ10 –4 

a 1,0 0,9910 0,9821 0,9733 0,9645 
H 8,0 7,716 7,153 6,637 6,233 

О
бъ
ём

 в
ы
бо
р
к
и

||D
|| 

81
 (

9×
9)

 MH 6,043 5,939 5,719 5,492 5,288 

DH 0,4158 0,3917 0,3448 0,3018 0,2676 

H 0,6448 0,6258 0,5872 0,5494 0,5173 

H 0,0806 0,0811 0,0821 0,0828 0,0830 

22
5 

(1
5×

15
) MH 7,071 6,866 6,468 6,101 5,798 

DH 0,1877 0,1717 0,1439 0,1216 0,1055 

H 0,4332 0,4144 0,3793 0,3487 0,3248 

H 0,0541 0,0537 0,0530 0,0525 0,0521 

62
5 

(2
5×

25
) MH 7,670 7,389 6,864 6,404 6,044 

DH 0,0703 0,0648 0,0542 0,0455 0,0392 

H 0,2651 0,2545 0,2328 0,2132 0,1981 

H 0,0331 0,0330 0,0325 0,0321 0,0318 

12
25

 (
35

×
35

) MH 7,842 7,554 6,997 6,506 6,126 

DH 0,0354 0,0330 0,0279 0,0234 0,0202 

H 0,1882 0,1817 0,1671 0,1531 0,1422 

H 0,0235 0,0235 0,0234 0,0231 0,0228 

Для выбора наилучшего базиса из перечисленных 
был проведен следующий вычислительный экспери-
мент. Для каждой локальной гистограммы, взятой из 
заранее сформированной коллекции (см. параграф 3) 
и рассматриваемой в качестве оценки распределения 
вероятностей P (x), вычислялся ее спектр, т.е. все 256 
коэффициентов ее разложения в заданной системе ба-
зисных функций (см. формулу (4)). Далее спектр усе-
кался, т.е. в нем оставлялось только K младших ко-
эффициентов разложения, остальные обнулялись. 
После чего по формуле (6) выполнялся обратный пе-
реход к теперь уже приближенной гистограмме. 

На рис. 5 на примере конкретной локальной ги-
стограммы показано, как выглядят ее приближения, 
полученные с помощью усеченного спектра в трех 
рассматриваемых системах базисных функций. 
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Рис. 5. Приближённое представление гистограммы 

с помощью усечённого спектра различных базисов: Фурье, 
косинус, Хаар (K = 8) 

Функция, полученная в результате описанной про-
цедуры, аппроксимирует гистограмму, но, строго го-
воря, таковой не является. Чтобы ее считать гисто-
граммой, необходимо осуществить нормировку, обес-
печивающую выполнение условия (1). Как видно из 
рис. 5, эта функция иногда может принимать отрица-
тельные значения, которые перед нормировкой следу-
ет отсечь (приравнять нулю). Далее по формуле (2) 
находились значения энтропии для точной локальной 
гистограммы и ее аппроксимации, соответственно, H и 
Hy, вычислялась их разность – погрешность оценива-
ния энтропии за счет усечения спектра гистограммы: 

.y yH H    (29) 

Затем по множеству локальных гистограмм, полу-
ченных для конкретного тестового изображения, 
находились статистические характеристики этой по-
грешности: среднее значение My и среднеквадратич-
ное отклонение y. На рис. 6 и рис. 7 представлены их 
значения в зависимости от K – числа используемых 
коэффициентов разложения гистограммы. 

По этим рисункам видно, что погрешность оцени-
вания энтропии по аппроксимациям гистограммы 
быстро убывает с увеличением используемых коэф-
фициентов разложения. Среднеквадратичное откло-
нение этой погрешности оказалось минимальным для 
базиса Хаара. Его, очевидно, и следует использовать 
в предлагаемом алгоритме. 

Необходимо отметить специфику базиса Хаара: 
иерархический характер его локальных базисных 
функций. Поскольку неизвестно, в какой части диа-
пазона своих аргументов будет располагаться кон-
кретная гистограмма, при ее аппроксимации целесо-
образно полностью исчерпывать определенный 
иерархический уровень базисных функций, т.е. выби-
рать число используемых коэффициентов разложения 
равным целой степени двойки: K = 4, 8, 16... 

Как видно из рис. 7, при K = 8 среднеквадратич-
ная погрешности оценки энтропии, возникающая за 
счет усечения спектра в базисе Хаара, лежит в диа-
пазоне 0,25 – 0,45, то есть становится сопоставимой 
со среднеквадратичной погрешностью оценки эн-
тропии из-за ограниченного числа пикселов в окне 
(см. параграф 4). Такое значение K мы и будем ис-
пользовать далее. 

Заметим, что все три рассмотренные системы ор-
тогональных функций, включая систему Хаара, в 
качестве младшей функции f0

 (x) используют кон-
станту. Значение соответствующего ей коэффициен-
та разложения F0 предопределено условием норми-
ровки (1). Поэтому в схеме алгоритма (рис. 2) можно 
исключить крайнюю левую ветвь и тем самым, во-
первых, несколько уменьшить объем вычислений, 
во-вторых, упростить аппроксиматор, снизив на 
единицу число его входов. В этом случае при K = 8 
аппроксиматор будет принимать на вход коэффици-
енты F1

  F7, т.е. окажется семиканальным. 

а)   б)   в)  
Рис. 6. Зависимости среднего значения погрешности оценивания энтропии от числа используемых коэффициентов 

разложения гистограммы в различных базисах (Хаар, косинус, Фурье) для трёх тестовых изображений.  
(а) QB, (б) S1, (в) S2 

6. Построение аппроксиматора 

Известно много вариантов построения аппрокси-
матора – блока получения приближенных значений 
функции многих переменных (7), см., например, об-

зор [18]. Однако большинство известных аппрокси-
маторов, включая широко используемые в последнее 
время нейросетевые [8, 12, 18], ориентированы на до-
стижение требуемой точности аппроксимации, но не 
на минимизацию ее вычислительной сложности. По-
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этому мы предлагаем использовать в нашем алгорит-
ме простой метод многомерной иерархической ап-
проксимации [3], возможно, не самый точный, но 
обеспечивающий наиболее быстрое получение значе-
ний аппроксимируемой функции.  

Кратко напомним принцип построения иерархиче-
ского аппроксиматора применительно к нашему алго-
ритму. В общем случае, если не учитывать, что млад-
шая базисная функция является известной константой 
(см. предыдущий параграф), строится K-мерный ги-
перкуб, в котором по осям откладываются значения 
коэффициентов разложения, нормированные к удоб-

ному диапазону возможного изменения, например, к 
стандартному интервалу байтовых целых чисел [0, 
255]. В процессе обучения (настройки) этот гиперкуб 
последовательно разбивается по осям и порождает в 
памяти компьютера древовидную структуру. В каждой 
из областей, полученных в результате разбиения, осу-
ществляется аппроксимация функции константой. Об-
ласти с малой погрешностью аппроксимации прини-
маются за терминальные вершины дерева. Области, в 
которых погрешность велика, подвергаются дальней-
шему разбиению. Условная «двумерная» (для K = 2) 
иллюстрация к изложенному приведена на рис. 8а. 

а)   б)   в)  
Рис. 7. Зависимости среднеквадратичного отклонения погрешности оценивания энтропии от числа используемых 

коэффициентов разложения гистограммы в различных базисах для трех тестовых изображений. (а) QB, (б) S1, (в) S2 
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Рис. 8. Построение иерархического аппроксиматора. 

(а) Результирующая схема разбиения гиперкуба (остались 
терминальные вершины), (б) выборочный анализ точности 

аппроксимации в отдельной области 

Если считать аргументы аппроксимируемой 
функции (7) приведенными к целочисленному байто-
вому формату, то K-мерный гиперкуб потенциально 
вмещает в себя 28K ее значений – столь большое чис-
ло точек делает затруднительной или даже невоз-
можной полную проверку точности аппроксимации. 
Поэтому мы предлагаем выполнять выборочную про-
верку, опираясь на предположение о достаточно 
гладком поведении аппроксимируемой функции. На 
рис. 8б условно показана отдельная область гиперку-
ба, для которой нужно принять решение либо об от-
несении ее к терминальной вершине дерева, либо о 
разбиении. Рассматриваются 2K угловых точек обла-
сти (очевидно, она тоже является гиперкубом, но 
меньшего размера, нежели исходный). В них вычис-

ляются значения функции Hi (H1, H2, H3 и H4 на 
рис. 2б) и проверяется выполнение условия: 

max{ } min{ } 2 ,i i A
ii

H H    (30) 

где i – условный номер вычисляемого значения 
функции, A – допустимая максимальная погреш-
ность её аппроксимации. При нарушении неравенства 
(30) область подлежит дальнейшему разбиению. Если 
неравенство выполняется, то множество контролиру-
емых значений расширяется, например, добавлением 
центральной точки области (на рис.8б – H5) и других 
точек (H6, H7, H8, H9 и т.д.), число которых определя-
ется лишь лимитом времени и вычислительных ре-
сурсов для настройки аппроксиматора. Если для рас-
ширенного множества контролируемых точек также 
выполняется условие (30), область считается терми-
нальной вершиной дерева и ей приписывается ап-
проксимирующее значение функции: 

1
(max{ } min{ }).

2
i i

ii
H H H   (31) 

Остановимся на выборе значения A в формуле 
(30). Случайное отклонение значения энтропии, воз-
вращаемого аппроксиматором, от значения, точно 
вычисленного по K коэффициентам спектрального 
разложения гистограммы, очевидно, лежит в интер-
вале [–A, A]. Если предположить, что это отклоне-
ние равномерно распределено на указанном интерва-
ле, то его среднеквадратичное значение равно 
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3 .A A    (32) 

Эта величина характеризует погрешность оценки 
энтропии за счет аппроксимации функции (7), добав-
ляемую к погрешности y, возникающей за счет усече-
ния спектра гистограммы. Суммарная среднеквадра-
тичная погрешность оценивания задается формулой 

2 2 .y A      (33) 

Из (33) следует, что добавочная среднеквадратич-
ная погрешность (32) несущественно (для определен-
ности – на 10 %) увеличит погрешность из-за усече-
ния спектра, т.е.  = 1,1y, если 

0,46 .A y    (34) 

Из (32) и (34) получаем: 

0,80 .A y    (35) 

В параграфе 5 было установлено, что при описа-
нии гистограммы восемью младшими компонентами 
спектра в базисе Хаара минимальное значение 
y

  0,25, ориентируясь на него, из (35) находим: 

0,2.A   

Выше также было упомянуто о преобразовании 
аргументов аппроксимируемой функции (7) в цело-
численный байтовой формат. Такое преобразование 
должно опираться на исходный диапазон изменения 
указанных величин. Если коэффициент Fk разложе-
ния гистограммы принимает значения в диапазоне 
[min Fk, max Fk], то его линейное преобразование к 
диапазону [0, 255], очевидно, задается формулой 

min
255 ,

max min
k k

k
k k

F F
F

F F





  (36) 

где kF  – нормированный коэффициент – входной па-
раметр иерархического аппроксиматора. Эксперимен-
тально установлено, что для используемых тестовых 
изображений средние значения коэффициентов раз-
ложения гистограмм по базису Хаара близки к нулю, 
но имеют сильный разброс среднеквадратичных от-
клонений F (см. рис. 9). 

Рисунок показывает, что среднеквадратичные от-
клонения коэффициентов немонотонно зависят от 
номера коэффициента (в интересующем нас диапа-
зоне), но нигде не превышают максимального значе-
ния F

 = 0,045. Поэтому, ориентируясь на известное 
правило «трех сигм», можно принять с запасом: 

min max 0,135, 1 7.k kF F k      

7. Вычислительная сложность оценки энтропии 
в скользящем окне 

Сравним вычислительную сложность предлагае-
мого алгоритма с базовым алгоритмом оценки энтро-

пии по локальной гистограмме в скользящем окне, 
кратко описанным в параграфе 1. Теоретическую (ал-
горитмическую) сложность оценим числом операций 
сложения/вычитания (U+), умножения (U×) и обращения 
к таблице (UT), выполняемых в каждом положении 
скользящего окна, а также суммарным показателем: 

.TU U U U      (37) 

Как уже было оговорено в параграфе 1, мы не рас-
сматриваем особенности работы алгоритмов на краях 
изображения. 

 
Рис. 9. Среднеквадратичные отклонения коэффициентов 

разложения гистограмм по базису Хаара 

Базовый алгоритм. Сначала формируется гисто-
грамма. Значение каждого пиксела в окне рассматри-
вается как адрес в предварительно заполненной ну-
лями таблице длиной в L ячеек, по которому в табли-
цу добавляется единица (или, если сразу формируется 
нормированная гистограмма, то величина ||D||–1), см. 
формулу (3). Каждое такое действие – одно обраще-
ние к таблице и одно сложение. При заданном поло-
жении окна его нужно выполнить для каждого пиксе-
ла, т.е. ||D|| раз. Если окно прямоугольное с размерами 
M1×M2 пикселов, то ||D|| = M1M2. Но мы будем исполь-
зовать известный рекурсивный алгоритм формирова-
ния гистограммы [1, 7, 9, 10], более эффективный в 
вычислительном плане, в нем удается снизить повто-
рение описанного выше действия до 2 (M1+1) раз 
(предполагается, что окно движется по горизонтали, а 
M1 – его вертикальный размер). 

После того, как гистограмма получена, по форму-
ле (2) производится вычисление энтропии. Вычисле-
ние непосредственно по этой формуле требует мно-
гократного выполнения операций логарифмирования 
и умножения. Но можно заранее протабулировать 
значения слагаемых, входящих в (2), в зависимости 
от вероятности, т.е. свести вычисления к обращению 
к таблице. После L-кратного извлечения из таблицы 
значений слагаемых остается (L – 1) раз выполнить их 
сложение для вычисления энтропии. 

Таким образом, получаем следующие показатели 
алгоритмической сложности базового алгоритма: 

1

1

2( 1) 1,

0, 2( 1) .T

U M L

U U M L




   
   

 (38) 
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Предлагаемый алгоритм. Здесь вычислительный 
процесс разделяется на K параллельных ветвей (см. 
рис. 2). В каждой ветви сначала выполняется поэле-
ментное преобразование изображения в соответствии 
с формулой (9). Следуя общепринятой технологии 
LUT «Look Up Table» [4], это преобразование сводит-
ся к обращению к таблице, в которую заранее занесе-
ны значения преобразованных пикселов. Поскольку 
число положений скользящего окна примерно равно 
числу пикселов в изображении, можно считать, что 
для одного положения окна в одной ветви алгоритма 
выполняется одно обращение к таблице. 

Затем в соответствии с разностными уравнени-
ями (11) выполняется рекурсивное суммирование 
пикселов преобразованного изображения в преде-
лах окна. На его реализацию требуется четыре опе-
рации сложения /вычитания независимо от разме-
ров окна. Кроме того, чтобы перейти от суммы к 
среднему значению, нужно выполнить одно умно-
жение, см. формулу (12).  

В результате получаем значение коэффициента 
разложения гистограммы по выбранному базису. Это 
значение затем масштабируется к диапазону, нужно-
му для аппроксиматора. Согласно формуле (36), это 
линейное преобразование выполняется за одно сло-
жение и одно умножение. 

Далее все ветви алгоритма объединяются в иерар-
хическом аппроксиматоре. Поскольку для конкретно-
го набора входных переменных неизвестно, на каком 
уровне построенного дерева его вершина окажется 
терминальной, невозможно дать точную оценку алго-
ритмической сложности аппроксиматора. Поэтому 
мы ограничимся ее оценкой сверху, считая, что все 
ветви дерева доходят до нижнего, восьмого уровня. 
Для каждой входной переменной на каждом уровне 
необходимо выполнить операцию сравнения с поро-
гом (по сути – вычитания) и обращения к иерархиче-
ской таблице. В целом для всех переменных эта про-
цедура должна повториться ровно 8K раз.  

Итого, показатели алгоритмической сложности 
предложенного алгоритма равны: 

13 , 2 , 9 .TU K U K U K     (39) 

В табл. 3 для конкретных значений параметров алго-
ритмов (L = 256, M1

 = 25, K = 7) приведены значения ве-
личин (38), (39), суммарного показателя вычислитель-
ной сложности (37), а также относительный выигрыш 
предлагаемого алгоритма по сравнению с базовым. 

Табл. 3. Алгоритмическая сложность алгоритма оценки 
энтропии (L = 256, M1

 = 25, K = 7) 

 U+ U× UT U 

Базовый алгоритм 308 0 307 615 

Предлагаемый алгоритм 91 14 63 168 

Относительный выигрыш 3,38 - 4,87 3,66 

Из таблицы видно, что теоретически предлагае-
мый алгоритм в 3-4 раза обыгрывает базовый алго-
ритм по числу выполняемых операций. 

8. Результаты экспериментов 

Результаты представленного выше анализа не яв-
ляются точными, поскольку опираются на ряд допу-
щений. Особенно это касается оценки вычислитель-
ной сложности алгоритмов, которая должна непре-
менно учитывать особенности современных компью-
теров: число ядер процессора, скрытые функции опе-
рационной системы, особенности транслятора и т.д.  

Чтобы подтвердить и отчасти верифицировать 
теоретические результаты статьи, были разработаны 
программы, реализующие и базовый, и новый алго-
ритм оценки энтропии. Был использован компьютер 
со следующими характеристиками: Intel Pentium Gold 
G6405 4.10GHz, 2 ядра, ОЗУ Kingston Hyper X Fury 
Black 8 GB, 2400 МГц. 

Время обработки на этом компьютере одного те-
стового изображения (полутоновое, 1024 ×1024 бай-
товых пиксела) составило: 0,325 с для базового алго-
ритма, 0,074 с для нового. То есть экспериментально 
подтвержденный выигрыш нового алгоритма в ско-
рости составляет 4,39 раз. 

На рис. 10 представлено тестовое изображение QB 
(см. рис. 3а) и поля его локальной энтропии в окне 
25×25, построенные программами, реализующими 
базовый и предложенный алгоритм. Чтобы лучше ви-
зуально представить поля энтропии, значения их пик-
селов увеличены в 32 раза. 

а)  б)  в)  
Рис. 10. Иллюстрация построения поля энтропии. (а) тестовое изображение, (б) поле энтропии по базовому алгоритму, 

(в) поле энтропии по предложенному быстрому алгоритму 

В дополнение к рис. 10 на рис. 11 приведены од-
номерные графики локальной энтропии, построенные 
для средней строки изображения QB. 

Для всех трех тестовых изображений (рис. 3) 
среднеквадратичные погрешности оценки энтропии 
предлагаемым алгоритмом составили соответственно 
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0,469, 0,417 и 0,401. Эти значения вполне сопостави-
мы с погрешностью, вызванной неопределенностью 
описания гистограммой, построенной по окну огра-
ниченного размера, истинного (ненаблюдаемого) 
распределения вероятностей пикселов изображения 
(см. параграф 4). 

 
Рис. 11. Графики локальной энтропии для строки 511 

изображения QB, вычисленной по базовому 
и предложенному алгоритмам 

Заключение 

В статье рассмотрен ряд вопросов, связанных с 
вычислением важной характеристики – локальной эн-
тропии в скользящем окне обработки изображения. 
Предложен и исследован новый алгоритм прибли-
женной оценки энтропии, обладающий в несколько 
раз меньшей вычислительной сложностью по сравне-
нию с известными.  

Для предложенного алгоритма осуществлен экс-
периментальный выбор ортогонального базиса для 
представления локальной гистограммы в виде усе-
ченного ряда. Из числа рассмотренных базисов 
наилучшим оказался базис Хаара. 

Рассмотрена методика построения иерархического 
аппроксиматора, осуществляющего быстрый пере-
счет множества коэффициентов разложения гисто-
граммы в значение энтропии.  

В качестве замечаний, дополняющих содержание 
статьи или указывающих направления дальнейших ис-
следований и разработок, можно отметить следующее. 

1. В ряде публикаций [7, 8, 12] отмечена нежела-
тельность использования при обработке изобра-
жения прямоугольного окна, порождающего ани-
зотропность (различие по направлениям в плоско-
сти изображения) результатов обработки. В рам-
ках предложенного алгоритма данный недостаток 
легко нивелируется применением многократного 
сглаживания. В статье [19] показано, что рекур-
сивное сглаживание, описанное в параграфе 2, бу-
дучи примененным трижды, делает результат об-
работки практически изотропным. При этом об-
щая вычислительная сложность алгоритма оценки 
энтропии возрастает незначительно. 
2. Предложенный быстрый алгоритм легко обоб-
щается на построение других полей признаков 
изображения, основанных на локальной гисто-

грамме, вычисляемой в режиме скользящего окна. 
Такое обобщение потребует всего лишь замены 
аппроксиматора, теперь настроенного на другой 
признак. Наибольший эффект в скорости вычис-
лений будет достигнут при одновременном синте-
зе нескольких полей локальных гистограммных 
признаков, когда обобщенный алгоритм будет со-
стоять из общей части (вычисления коэффициен-
тов разложения гистограммы) и набора нужных 
аппроксиматоров. 
3. Можно попытаться распространить предло-
женный подход к построению полей локальных 
признаков, основанных на использовании мно-
гомерных, в частности, двумерных гистограмм 
[2, 4]. Однако это является предметом будущих 
исследований. 
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Abstract 

The paper considers a number of issues related to the calculation of the local entropy in a slid-
ing window for image processing tasks. A new algorithm for entropy estimation is proposed, 
which has several times lower computational complexity than the known ones. The algorithm is 
based on the approximate representation of the histogram in the form of a truncated series expan-
sion over some system of orthogonal basis functions, recursive calculation of the coefficients of 
this expansion in a sliding window and subsequent recalculation of the coefficients into the entro-
py estimate. Questions of an orthogonal basis selection for representing the local histogram as a 
truncated series are considered and the appropriateness of using the Haar basis is shown. A tech-
nique of constructing hierarchical approximator, which realizes fast recalculation of histogram de-
composition coefficients into entropy value, is described. The theoretical statements of the paper 
are verified by experiments on the Earth remote sensing images. 

Keywords: image processing, local feature generation, sliding window, local histogram, entro-
py estimation, basis function decomposition, recursive processing, hierarchical approximation, es-
timation error, computational complexity. 
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