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Аннотация 

В работе исследуется действие фазовой вихревой смещённой линзы, квантованной по 
заданному уровню и позволяющей генерировать заданные локальные максимумы как на оп-
тической оси, так и вне её. Показана возможность детектирования отдельных дифракцион-
ных порядков и их совокупности. Рассмотрена комбинация квантованных оптических эле-
ментов, позволяющая генерировать локальные максимумы как в продольной, так и в попе-
речной плоскости. 
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Введение 

Одним из важных факторов уплотнения каналов 
передачи оптической информации является мульти-
плексирование сигнала с использованием наибольшего 
количества степеней свободы – по структуре, поляри-
зации, длине волны, положению [1 – 3]. К настоящему 
времени достигнут значительный прогресс в генерации 
неоднородно-поляризованных пучков, однако для 
управления поляризационным состоянием электро-
магнитного поля отдельно в каждой точке требуются 
сложные оптические системы и/или дорогостоящие 
устройства, включая метаповерхности [4 – 10].  

Вариации в амплитудно-фазовой структуре пучков, 
особенно ортогональных и модовых распределений, 
осуществляются достаточно просто с использованием 
средств дифракционной оптики и динамических моду-
ляторов, что обеспечивает широкий спектр возможно-
стей при кодировании и (де)мультиплексировании оп-
тических сигналов [11 – 20]. 

Хорошо известно мультиплексирование пучков на 
основе дифракционных решеток и добавления откло-
няющего волнового фронта [17 – 20]. Другим спосо-
бом является формирование множества локальных 
фокусов вдоль оптической оси с использованием би-
нарной дифракционной линзы [21 – 24], а также вне-
фокальных дифракционных порядков при использо-
вании изогнутых решеток на основе конических пуч-
ков [25 – 28]. В отличие от классических линз, кван-
тованные дифракционные линзы обладают простотой 

изготовления и позволяют формировать заданные ло-
кальные фокусы как на оптической оси, так и под не-
которым заданным углом. Отметим, что формирова-
ние вихревых пучков вне оптической оси позволяет 
уменьшить искажение таких пучков в случае несоот-
ветствия длины волны освещающего излучения вы-
соте фазового рельефа оптического элемента [29]. 
Кроме того, бинарные элементы могут быть изготов-
лены в амплитудном варианте, что также нивелирует 
хроматические аберрации, присущие фазовым ди-
фракционным элементам.  

В данной работе рассмотрена генерация внеосе-
вых дифракционных порядков при квантовании фазы 
смещённой вихревой линзы. Смещение области реги-
страции сигнала за счёт добавления отклоняющего 
волнового фронта позволяет не только избежать шу-
мов, локализованных на оптической оси, что улучша-
ет регистрацию полезного сигнала, но и добавляет 
больше степеней свободы для задач, связанных с ко-
дированием информации. 

1. Квантование дифракционных оптических 
элементов 

Широкие возможности дифракционной оптики 
ограничены характеристиками разрешения устройств 
формирования дифракционного микрорельефа опти-
ческих элементов. Значительная часть технологий, 
особенно литографических [30 – 33], ориентирована 
на получение квантованного микро- и нанорельефа. 
Дискретизация и квантование по уровням функции 
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фазового пропускания приводит, как правило, к от-
клонению характеристик изготовленного дифракци-
онного оптического элемента (ДОЭ) от расчётных 
[34 – 36]. Чтобы минимизировать эти отклонения, 
разработаны различные методы оптимизации кванто-
вания и бинарного кодирования комплексной функ-
ции пропускания [37 – 38]. Наиболее быстрыми по 
времени расчёта являются неитерационные методы 
[39]. Одним из наиболее простых методов бинарного 
кодирования непрерывной фазовой функции является 
использование комплексно-сопряжённого дополнения 
[40]. Отметим, что даже при наличии лишь двух уров-
ней квантования возможно управление эффективно-
стью различных дифракционных порядков за счёт со-
отношения ширины пропускающих и не пропускаю-
щих полос, т.е. за счёт фил-фактора или вариации 
уровней квантования [39 – 45]. 

Распространение пучка в параксиальной области 
описывается преобразованием Френеля: 
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В отдельных случаях, когда пучок обладает свой-
ством осевой симметрии (в том числе при использо-
вании классических линз), выражение (1) может быть 
заменено интегральным преобразованием Френеля–
Ханкеля, которое записывается в полярных коорди-
натах следующим образом и существенно сокращает 
время вычислений: 
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где J0(x) – функция Бесселя нулевого порядка. 
Классическая линза позволяет фокусировать энер-

гию на оптической оси, и для смещения положения 
фокуса в вертикальной плоскости можно использо-
вать оптический клин. Входная функция может быть 
представлена в виде: 
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где k = 2 /  – волновое число, – длина волны излу-
чения. Далее при моделировании полагается 
f = 1000 мм, R = 3 мм,  = 0,532 мкм. 

При положительном параметре  фокус пучка 
смещается в положительном направлении оси y. Важ-
но отметить, что при смещении пучков оптическим 
клином мы можем задавать фиксированное новое по-
ложение (u, v, z) фокуса в пространстве. Положение 
по переменной v (или угол между оптической осью и 

осью распространения пучка) зависит не только от , 
но и от f таким образом, что v = f. Поскольку линза 
имеет протяжённое фокальное пятно, под положени-
ем фокуса мы подразумеваем положение его центра. 
Угол наклона фокального пятна равен углу оси рас-
пространения относительно оптической оси. 

Бинаризация методом комплексного сопряжения 
является частным случаем квантования по заданному 
уровню и позволяет представить входную фазу пучка 
с помощью двух дискретных значений. Исходная фа-
за делится ровно пополам, верхние ее значения ста-
новятся равными , нижние – 0. Сразу стоит отме-
тить, что при дополнении входной функции ком-
плексно-сопряжённым элементом образуется отлич-
ная от единичной амплитуда, что в случае классиче-
ской линзы не оказывает влияния на продольное рас-
пространение пучка за тем исключением, что общая 
энергия теряется на амплитудном элементе, и в точке 
фокуса максимальная интенсивность становится су-
щественно ниже. Отбрасывание амплитуды позволяет 
получать дополнительные дифракционные порядки, 
соответствующие квантованию по среднему уровню 
( = 0,5). 

2. Квантование по заданному уровню 

Квантование по заданному уровню  позволяет 
расширить возможности генерации дифракционных 
порядков. При использовании линзы и увеличении па-
раметра  на фазовом профиле можно будет наблюдать 
сужение «белых» колец, при уменьшении – их расши-
рение. Варьирование параметра  позволяет получать 
дифракционные максимумы всех порядков, не только 
кратных двум, как в случае с бинаризацией методом 
комплексного сопряжения. 

Амплитуда нечётных порядков пропорциональна 
значению cos2 (n (1 – 2)/2), в то время как для чёт-
ных порядков – sin2 (n (1 – 2)/2), амплитуда нулево-
го порядка равна 1 – 2. Таким образом, возможно 
связать наличие определённого дифракционного по-
рядка со знаменателем дроби уровня квантования . 
Например, при уровне квантования  = 0,25 =1/4 чет-
вёртый дифракционный порядок пропорционален ко-
эффициенту sin2 () и поэтому отсутствует. 

В случае, когда метод квантования применяется 
только к классической линзе, мы можем получить до-
полнительные дифракционные порядки на оптической 
оси до плоскости фокуса. Положение каждого локаль-
ного максимума может быть вычислено как zn

 = f /n, где 
n – номер порядка, f – положение исходного фокуса. 
Продольное распространение показано на рис. 1.  

Дополнение классической линзы отклоняющим 
клином, согласно формуле (2), приводит к тому, что пу-
чок распространяется не вдоль оптической оси, а под 
углом к ней. Квантование смещённой линзы по уровню 
 позволяет получить несколько дифракционных поряд-
ков (влияние бинаризации) параллельно оптической оси 
(выше или ниже в соответствии со смещением).  
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Сразу отметим, что при наличии оптического кли-
на дифракционные порядки образуются параллельно, 
поскольку выражение (2) изначально содержит от-
клоняющую компоненту. Для получения дифракци-
онных порядков, направленных под углом, смещение 
должно происходить уже после бинаризации. 

В отличие от квантованной линзы, квантованная 
смещённая линза позволяет получить дифракционные 
порядки в любой точке вне оптической оси. Кроме то-
го, как можно заметить из рис. 1г, несмотря на то, что 
центры локальных фокусов находятся на одной пря-
мой, каждый фокус наклонён к оптической оси под уг-
лом ψn , где n – порядок фокуса. 

При использовании дифракционного элемента (2) 
необходимым условием наклона локальных фокусов 
является наличие зрачка с размером меньшим, чем 
размер ДОЭ: при   0 на одном краю часть элемента 
уходит за пределы зрачка, но на другом краю появля-
ется новая его часть (см. рис. 1в). Хотя мы рассмат-
риваем дифракционный элемент, явление наклона 
можно легко объяснить на основе геометро-
оптического подхода. Если мы определим угол ψn 
равным наклону биссектрисы угла, образованного 
лучами, приходящими в точку фокуса от крайних то-
чек линзы, то можно вывести следующую формулу: 

2 ( / )2 ,
1

n
n

n n

f ftg
R f R f

f f

 
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где f – положение исходного (основного) фокуса, fn – 
положение фокуса в порядке n (f1

 = f).  
В условиях параксиальности угол наклона каждого 

фокального пятна увеличивается пропорционально 
номеру порядка n и примерно равен n. В рассмотрен-
ных ниже примерах наклон очень мал – например, для 
рис. 1г в первом порядке ψ = 0,029°; и виден только 
благодаря резкому различию масштабов по осям z и v. 

Наклон может быть заметно больше, если, сохра-
нив величину f, уменьшить f: при f = 10 мм, R = 3 мм,

 = 0,2 в первом порядке ψ =10,43°. Отметим, что да-
же в таком непараксиальном случае равенство ψn  n 
ещё не слишком грубое.  

Положение всех возможных локальных максиму-
мов показано на рис. 1г вертикальными пунктирными 
линиями.  

Дополнение комплексной функции пропускания 
линзы вихревым элементом exp(im) приводит к по-
явлению изолированных точек с нулевой интенсив-
ностью на оси, в которых фаза не определена (вихре-
вая фазовая сингулярность). Размер этой области за-
висит от значения модуля m. При использовании 
смещённой вихревой линзы ось распространения 
направлена под углом, и область нулевой интенсив-
ности сохраняется вдоль направления распростране-
ния. Такие бинарные оптические элементы позволяют 
детектировать отдельные вихри в соответствующих 
позициях локальных фокусов, в том числе при осве-
щении элемента суперпозицией 

1
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На рис. 2 показана возможность детектирования 
информации в различных дифракционных порядках 
при освещении бинарной вихревой линзы пучком с 
суперпозицией оптических вихрей:  
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где B – оператор квантования по уровню . 
Так как квантованная вихревая линза содержит 

только положительные порядки, входная функция до-
полняется вихрями exp(inp), где np

 < 0. Для оптического 
клина возможно детектирование порядков сверху или 
снизу от оптической оси в зависимости от знака . 

а)     б)  

в)        г)  
Рис. 1. Фаза (а, в) и продольное распространение (б, г) для бинарной классической линзы (а, б)  

и бинарной смещённой линзы (в, г) с уровнем бинаризации  = 0,5,  = 0,0005 
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а)   б)   в)  
Рис. 2. Амплитуда (а), фаза (б) и продольная амплитуда поля (4) (в)  
при детектировании совокупности порядков np=[–1,– 3,– 5], m =1 

3. Двойное квантование по заданному уровню 

В предыдущем параграфе было рассмотрено кван-
тование по заданному уровню как классической лин-
зы, так и смещённой линзы, реализованной с исполь-
зованием оптического клина exp (iky). В общем слу-
чае квантование только отклоняющей компоненты 
приводит к поперечному увеличению числа дифрак-
ционных порядков. 

Для одновременного увеличения дифракционных 
порядков как в продольной, так и в поперечной плос-
костях процедура квантования может быть реализо-
вана следующим образом: 
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На рис. 3б пунктирными линиями показаны все 
возможные положения для дифракционных порядков 
бинаризованных линзы и клина (5). Легко можно за-
метить, что по горизонтали продолжают отсутство-
вать порядки, кратные знаменателю 1 линзы, а по 
вертикали – кратные знаменателю 2 клина. Как и в 
случае с бинаризацией клина, нулевой порядок (т.е. 
интенсивность на оптической оси) отсутствует только 
при параметре бинаризации 2

 = 0,5. 

а)      б)  
Рис. 3. Фаза (а) и продольное распространение амплитуды пучка (5) (б) с уровнями бинаризации 2=0,4 и 1=0,33, =0,001 

Очевидно, элемент (5) в случае внесения вихре-
вых составляющих, после бинаризации позволит де-
тектировать более широкий спектр вихревых пучков. 
Из формулы (5) видно, что вихревой составляющей 
может обладать как линза, так и клин: 

  
2

1 2( ) .exp exp
2
rg r B ik im B ikay il

f 
       
 

  
 
  

(6) 

На рис. 4 показана возможность детектирования 
вихревых пучков, когда мы вносим вихревую состав-
ляющую только в клин или только в линзу при 
1

 = 0,33 и 2
 = 0,4. В первом случае, когда m = 0 и l = 1 

(рис. 4, верхняя строка), как и предполагалось, в го-
ризонтальном направлении отсутствуют порядки, об-
разованные линзой (кратные 3: 1

 = 0,33 =1/3). В попе-
речном сечении энергия, приходящаяся на дифракци-
онные порядки клина, перераспределяется между ни-
ми, и только порядок np

 = –1 детектируется в положи-
тельном направлении оси v. Интересно отметить, что 
первый порядок детектируется не только в плоскости 
фокуса, но и в других плоскостях zn

 = f /n, характер-
ных для линзы. 

Во втором случае, когда m = 1 и l = 0 (рис. 4, ниж-
няя строка), детектируются только дифракционные 
порядки, характерные для линзы. Как и ожидалось, в 

плоскости фокуса присутствуют все порядки клина 
(кроме кратных 5: 2

 = 0,4 = 1/5). 
Второй способ получения как продольных, так и 

поперечных дифракционных порядков – применение 
алгоритма квантования по уровню к уже квантован-
ному оптическому элементу. В этом случае возможен 
как вариант, где сначала производится квантование 
линзы:  

   
2

1 1 2 exp ,
2

exp rg r B B ik ikay
f 

     
 



   


 
   

 (7) 

так и вариант, где сначала алгоритм применяется к 
клину: 

    
2

2 1 2 expp .
2

ex rg r B B ikay ik
f 

 
 

  
 



 

 (8) 

При любой процедуре квантования, в том числе 
при (5), двойное квантование по среднему уровню 
( = 0,5) дает идентичный результат. Максимумы ин-
тенсивности вдоль оси z появляются только в плоско-
стях, соответствующих бинарной линзе (zn

 = f /n). В 
каждой плоскости zn находятся симметрично распо-
ложенные максимумы (влияние бинаризации клина), 
энергия которых убывает при удалении от оптиче-
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ской оси. Основная энергия приходится на первые 
симметричные порядки. Нужно отметить, что при 
приближении к входной плоскости максимальное 
значение интенсивности порядков не уменьшается, 

так как энергия распределяется на меньшую площадь. 
Данный факт отмечался в работе [22]. Поскольку 
 = 0,5, энергия на оптической оси будет сохраняться 
нулевой. 

      

      
Рис. 4. Детектирование вихревых порядков np = –1 при произведении бинарной линзы и бинарного  

вихревого клина (6) с параметрами 1 = 0,33 и 2 = 0,4,  = 0,001 в случае m = 0, l = 1 (верхняя строка)  
и m =1, l =0 (нижняя строка) 

Для случая (7) при квантовании линзы по уровню 
 = 0,5=1/2 сохраняется отсутствие порядков, крат-
ных 2, и при изменении уровня бинаризации клина на 
 = 0,33=1/3 происходит дополнительное линзе от-
брасывание поперечных порядков, кратных 3, в каж-
дой плоскости zn

 = f /n (см. рис. 5, верхняя строка). 
Тем не менее, при  = 0,4 и  = 0,33 отсутствуют по-
перечные порядки (рис. 5, нижняя строка), которые 
не могут быть описаны с помощью знаменателей 
клина. 

Для случая (8), если уровни бинаризации разные 
и сначала бинаризуется клин, то поперечные дифрак-
ционные порядки в каждой плоскости zn

 = f /n образу-
ются различные, что хорошо видно на примере пер-
вого и второго порядков линзы на рис. 6. Как и в 
предыдущем случае, поперечная зависимость номе-
ров дифракционных порядков от знаменателя уровня 
квантования не сохраняется, однако в продольном 
направлении дифракционные порядки продолжают 
зависеть от знаменателя уровня кванования  линзы. 

      

      
Рис. 5. Фаза (слева) и продольное распространение пучка (7) с уровнями квантования 2=0,5 и 1=0,33 (верхняя строка), 

2=0,4 и 1=0,33 (нижняя строка) 

Заключение 

В работе рассмотрено формирование оптиче-
ских пучков на основе квантованных фазовых эле-
ментов. Показано, что квантование по заданному 
уровню, в отличие от квантования методом ком-
плексного сопряжения, позволяет получать ди-

фракционные максимумы не только нечётных, а 
всех возможных порядков.  

Для квантованной вихревой линзы возможно де-
тектирование как отдельных порядков, так и их сово-
купности посредством дополнения оптическими вих-
рями противоположного знака. Комбинация из кван-
тованной линзы и квантованного клина позволяет по-
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лучать одновременно поперечное и продольное уве-
личение количества дифракционных порядков. 

Смещённая квантованная вихревая линза позволя-
ет регистрировать полезный сигнал не только на оп-
тической оси, но и в любой внеосевой точке, положе-

ние которой может быть задано с учетом параметра 
отклоняющего волнового фронта . Она также может 
быть использована для детектирования как отдель-
ных вихревых пучков, так и их суперпозиций вне оп-
тической оси. 

      

      
Рис. 6. Фаза (слева) и продольное распространение пучка (8) с уровнями квантования 2 = 0,5 и 1 = 0,33 (верхняя строка), 

2 = 0,4 и 1 = 0,33 (нижняя строка) 

При двойном квантовании по среднему уровню 
основная поперечная энергия приходится на первые 
симметричные порядки, а при приближении к вход-
ной плоскости максимальное значение интенсивности 
порядков не уменьшается, так как энергия распреде-
ляется на меньшую площадь. Произведение бинарной 
линзы и бинарного вихревого клина дает возмож-
ность получать те же дифракционные порядки, что и 
бинарный вихревой клин. Отличие состоит в том, что 
эти порядки детектируются сразу во всех плоскостях, 
которые позволяет формировать линза. 

При последовательном двойном квантовании лин-
зы и клина поперечная зависимость номеров дифрак-
ционных порядков от знаменателя уровня квантова-
ния клина не сохраняется, однако в продольном 
направлении дифракционные порядки продолжают 
зависеть от знаменателя уровня квантования линзы. 

Проведенные исследования расширяют спектр 
возможных применений бинарных дифракционных 
оптических элементов [46 – 48]. 
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Control of the formation and detection of on-axis and off-axis diffraction orders 
with two-level phase quantization of a vortex lens 
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Abstract 

The paper investigates the performance of a tilted vortex phase lens, quantized at a given level 
and allowing the generation of specified local maxima both on the optical axis and off it. A 
possibility of detecting individual diffraction orders and their combination is demonstrated. A 
combination of quantized optical elements is considered, which makes it possible to generate local 
maxima in both the longitudinal and transverse planes. 
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