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Аннотация 

Предлагается математическая модель пространственного распределения потока излуче-
ния, который возникает при дифракции плоской волны на полуплоскости. В этой модели 
пространственное распределение потока излучения описывают лучи с нанизанными на них 
потоками излучения. Особенностью предлагаемой модели является то, что нанизанные на 
лучи потоки излучения складываются алгебраически. 
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Введение 

Дифракция на полуплоскости является одной из 
классических задач, для решения которых создава-
лась волновая теория света [1]. С 40-х годов XX века 
много научных работ было посвящено разработке 
различных математических моделей дифракции мик-
роволнового излучения на полуплоскости [2, 3]. Эти 
модели активно используются при расчетах распро-
странения коротковолнового излучения на пересе-
ченной местности и в городской застройке [4]. Моде-
лирование дифракции на полуплоскости имеет важ-
ное значение в акустических расчетах [5, 6]. 

При расчетах оптических систем моделированию 
дифракционных явлений на отверстиях различной 
формы традиционно уделяется значительно больше 
внимания, чем моделированию дифракционных явле-
ний на краю полуплоскости. А в компьютерной гра-
фике и в фотометрических расчетах дифракционные 
явления часто не учитывают. Если дифракционными 
явлениями можно пренебречь, то для моделирования 
распространения оптического излучения становится 
возможным использовать пучки лучей [7, 8, 9]. В 
этом случае луч интерпретируется как геометриче-
ская линия. На каждый луч из рассматриваемого пуч-
ка нанизана (терминология из [7]) определенная доля 
потока излучения. При данном способе моделирова-
ния поток излучения, который падает на заданный 
участок поверхности, почти всегда принимается рав-
ным алгебраической сумме потоков излучений, нани-
занных на те лучи, траектории которых пересекают 
этот участок поверхности. Алгоритмы расчета траек-
торий лучей очень хорошо отработаны. Так как траек-
тория каждого луча может быть вычислена независимо 
от траекторий других лучей, то это позволяет распре-
делять вычисления по нескольким процессорам. 

Было предложено несколько способов дополнить 
описанную модель распространения оптического из-
лучения так, чтобы она стала пригодной для расчета 
дифракционных явлений, но при этом было сохране-
но условие алгебраического сложения нанизанных на 
лучи потоков излучений. 

В работах [10, 11, 12] предложено для моделиро-
вания дифракционных явлений с сохранением усло-
вия алгебраического сложения нанизанных на лучи 
потоков излучений воспользоваться квантовой теори-
ей света совместно с принципом неопределенности 
Гейзенберга. При моделировании этим методом при-
нимается, что при прохождении через отверстие 
направление луча изменяется по случайному закону. 
Чаще всего для описания распределения вероятности 
отклонения луча выбирается закон Гаусса. В этом 
случае моделирование дает достаточно гладкое рас-
пределение энергии в дифракционной картине, без 
ярко выраженных и весьма характерных максимумов 
и минимумов. 

Другой вариант моделирования дифракционных 
явлений с сохранением условия алгебраического 
сложения нанизанных на лучи потоков излучений ос-
нован на использовании преобразования Вигнера [13, 
14, 15, 16]. 

В статье [17] продемонстрирована возможность 
моделировать пространственное распределение по-
тока излучения в многомодовом Эрмито–
Гауссовом пучке с помощью набора лучей с нани-
занными на эти лучи потоками излучений с сохра-
нением условия алгебраического сложения этих 
потоков. Нанизанный на луч поток излучения в 
этом случае прямо пропорционален удельной tan-
силе света [18] источника излучения. Данная 
удельная tan-сила света зависит как от линейных 
координат точки пересечения луча с плоскостью 
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источника излучения, так и от направления луча в 
этой точке. Для математического описания удель-
ной tan-силы света источника излучения использу-
ются полиномы Эрмита (см. приложение 1) и 
функция Гаусса. Основная проблема использования 
результатов работы [17] для численного моделиро-
вания дифракции на полуплоскости связана с тем, 
что возникающую в результате дифракции волну 
необходимо представить в виде многомодового 
Эрмито–Гауссового пучка. Однако из рассмотрен-
ного в приложении 2 примера следует, что такое 
представление едва ли целесообразно. 

В настоящей работе описанный в статье [17] ме-
тод математического моделирования будет модифи-
цирован так, чтобы с его помощью можно было мо-
делировать дифракцию на полуплоскости. 

1. Математическое описание дифракции 
на полуплоскости 

По аналогии с работами [13, 14, 15, 16, 17] при 
описании электромагнитного излучения будем ис-
пользовать скалярное приближение. 

Пусть непрозрачный экран в плоскости OXY пол-
ностью перекрывает полуплоскость x < 0. Этот экран 
ограничивает плоскую волну, нормаль к волновому 
фронту которой совпадает с ортом оси OZ, а ампли-
туда равна W0. Тогда в плоскости OXY комплексная 
амплитуда волны описывается выражением  

0( , , = 0) = ( ),W x y z W v x  (1) 

где v(x) – функция Хевисайда (1). 
При z > 0 комплексная амплитуда волны 

W(x, y, z) удовлетворяет параболическому волново-
му уравнению [19]  

2 2

2 2

4i = 0,W W W
x y z

     
   

 (2) 

где  – длина волны излчения, i = 1 . 
В точке с координатами x, y, z интенсивность ди-

фрагировавшей волны равна [1]:  

*1( , , ) = ( , , ) ( , , ),
2

J x y z W x y z W x y z  (3) 

где индексом * обозначены комплексно сопряженные 
величины. 

На основе преобразования Вигнера [20] интенсив-
ность дифрагировавшей волны можно представить в 
виде  
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После подстановки формулы (1.4) в выражение (4) 
получим  
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где Hl(·) – полином Эрмита (см. приложение 1),  – 
параметр,  
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В приложении 3 показано, что формулу (5) можно 
преобразовать к виду  
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где  
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В работе [17] доказано, что если в плоскости z = 0 
расположен источник излучения, то освещенность 
в плоскости z =  > 0 равна  
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где ( , , , )G u v u v   – удельная tan-сила света в точке с 
координатами x = u, y = v, z = 0 в направлении вектора, 
чьи координаты равны =x u , =y v , z = 1. Если 
удельная tan-сила света в плоскости z = 0 описывается 
выражением  

1 2( , , , ) = ( , , ) ( , ) ( ) ( ),G x y x y AT p p x L q x y y      (12) 

где () – дельта-функция Дирака, A – произвольная 
константа, то освещенность в плоскости z =  равна 
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На основании формул (7), (13) интенсивность из-
лучения в плоскости z =  может быть представлена в 
виде суммы  
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=0
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где Em(x, ) – освещенность в плоскости z =  от рас-
положенного в плоскости z =  источника с удельной 
tan-силой света  

( 1) ( 1, , ) ( , ) ( ) ( ).
4 !

m

m
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m
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Функцию E(x) можно рассматривать как освещен-
ность в плоскости z =  от расположенного в плоско-
сти z =  источника с удельной tan-силой света 

( ) ( ) ( ) ( ).x y y x     (16) 

Из формулы (14) следует, что от набора источни-
ков, удельная tan-сила света которых описывается 
выражениями (15) и (16), формируется такое же рас-
пределение излучения в пространстве, как и при ди-
фракции плоской волны на полуплоскости. Для мате-
матического моделирования исходящего излучения 
от источника с известной удельной tan-силой света 
(следовательно, и для математического моделирова-
ния дифракции на полуплоскости) можно использо-
вать хорошо известные в вычислительной оптике и 
компьютерной графике методы на основе расчета лу-
чей с нанизанными на эти лучи потоками излучения. 
В этих методах поток излучения, который падает на 
заданный участок поверхности, принимается равным 
алгебраической сумме потоков излучений, нанизан-
ных на те лучи, траектории которых пересекают этот 
участок поверхности. 

Необходимо отметить, что функция (15) при не-
которых наборах величин x, x  может принимать от-
рицательные значения. Этот факт обсуждался в ра-
ботах [14, 16]. 

2. Численное моделирование 

В качестве примера будет рассмотрен простейший 
случай, когда сформированный в результате дифрак-
ции поток излучения проходит через однородную, не 
рассеивающую и не поглощающую среду и падает на 
плоскость z = . Такой выбор обусловлен тем, что в 
данном случае результаты расчета можно сравнить с 
аналитическим решением [1]. Действительно, легко 
проверить, что функция  
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интегралы Френеля [21, 22], является решением пара-
болического уравнения (2) при начальных условиях 
(1). В точке с координатами (x, y, z) интенсивность 
дифрагировавшей волны (17) равна:  

2
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Разделим полуплоскость z = , x > 0 на 
(2My + 1)×(Mx + 1) прямоугольных ячеек. Стороны 
данных ячеек параллельны осям OX и OY соответ-
ственно, а центры расположены в точках  

= ( 1/ 2); = ( 1/ 2),i x x i y yx yx i y i     

где x, y – длины сторон ячеек, 
iy = 0, 1, 2, 3,…, My, ix = 0, 1, 2, 3,…, Mx. 

Для математического моделирования используем 
набор базовых лучей [моделируют распределение 
освещенности от источника с удельной tan-силой све-
та (16)] и набор боковых лучей [моделируют распре-
деление освещенности от источников с удельной tan-
силой света (15)]. Базовые лучи проходят через цен-
тры всех ячеек и перпендикулярны плоскости z = . 
На базовый луч, который проходит через точку 
(xix, yiy), нанизан поток излучения  

2 2
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где в соответствии с выражением (10) K должно быть 
бесконечно большим. Однако в численных расчетах в 
качестве значения K должно быть принято достаточ-
но большое, но конечное число. 

Траектории боковых лучей описывают уравнения  

= ; = ,i i jy xy y x x x z   (20) 

где  

= ( 1/ 2),j tanx j   (21) 

tan – параметр математической модели, 
j = 0, 1, 2, 3,…, Mx. На боковой луч, который опи-
сывается уравнениями (20), нанизан поток излучения  

 
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4 !
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m

T m K x L m x
m
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Разделим плоскость z =  на сеть из прямоугольных 
ячеек. Стороны данных ячеек параллельны осям OX и 
OY соответственно, а центры расположены в точках  

= ( 1/ 2); = ( 1/ 2),l x l yx yl l        
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где ,  – длины сторон ячеек, ly = 0, 1, 2, 3,…, 
ly = 0, 1, 2, 3,… Поток излучения Фcell, который 
падает на ячейку в плоскости z = , равен  

= ,cell ray   (23) 

где суммирование ведется по всем центральным и 
всем боковым лучам, которые попадают в данную 
ячейку. Средняя освещенность в этой ячейке равна  

.cell

 


 

 (24) 

Средние значения освещенности в ячейках, соот-
несенные с центрами ячеек, аппроксимируют значе-
ния освещенности в плоскости z = . 

На рис. 1, 2, 3, 4 представлены результаты расче-
тов при  = 0,5 мкм, x = y = 4·10 –3 мм, tan = 2,5·10 –5, 
 =  = 4·10 –2 мм, = 5000xM , My = 5000, Mx = 5000, 
 = 0,5 мм. Эти графики показывают, что результаты 
расчетов методом геометрической оптики хорошо 
аппроксимируют аналитическое решение [формула 
(18)] при x < 0. При x > 0 аппроксимацию можно счи-
тать удовлетворительной на интервале, в котором 
лежат несколько первых максимумов и минимумов 
функции (18). Длина этого интервала увеличивается с 
увеличением числа K. За пределами указанного ин-
тервала расчет методом геометрической оптики дает 
сглаженные значения функции (18). 

 
Рис. 1. Освещенность в плоскости z = 100 мм: сплошная 

линия – результаты моделирования методом 
геометрической оптики (K = 25); пунктирная линия – 

результаты расчета по формуле (18) 

 
Рис. 2. Освещенность в плоскости z = 100 мм: сплошная 

линия – результаты моделирования методом 
геометрической оптики (K = 50); пунктирная линия – 

результаты расчета по формуле (18) 

Заключение 

Предложенный в статье способ моделирования 
дифракции на полуплоскости можно использовать в 
тех случаях, когда дифракционные эффекты не явля-
ются определяющими, однако учесть влияние ди-
фракционных явлений все же желательно. Указанные 

обстоятельства типичны для задач трехмерной ком-
пьютерной графики, фотометрии, светотехники и ча-
сто имеют место при моделировании работы оптико-
электронных систем. Если полностью пренебречь 
дифракционными явлениями, то весьма удобным и 
хорошо отработанным методом решения этих задач 
является построение траекторий лучей с последую-
щим суммированием потоков излучения, которые 
нанизаны на эти лучи. Это связано с тем, что лучами 
с нанизанными на них потоками излучения хорошо 
моделируется отражение излучения от гладких и ше-
роховатых поверхностей, рассеяние и поглощение 
света в средах, преломление на границе сред и т. д. 
Важнейшим достоинством предложенного в данной 
статье метода моделирования дифракции является 
сохранение условия алгебраического сложения нани-
занных на отдельные лучи потоков излучения. По-
этому предложенный метод сравнительно легко мож-
но использовать для модернизации существующих 
методов решения задач трехмерной компьютерной 
графики, фотометрии, светотехники и моделирования 
работы оптико-электронных систем. Так как в боль-
шинстве этих задач дифракционные явления не явля-
ются определяющими, то достаточно учитывать пер-
вые два или три порядка дифракции. А именно это и 
обеспечивает предложенный в статье метод. 

 
Рис. 3. Освещенность в плоскости z = 1000 мм: сплошная 

линия – результаты моделирования методом 
геометрической оптики (K = 25); пунктирная линия – 

результаты расчета по формуле (18) 

 
Рис. 4. Освещенность в плоскости z = 1000 мм: сплошная 

линия – результаты моделирования методом 
геометрической оптики (K = 50); пунктирная линия – 

результаты расчета по формуле (18) 

Можно указать на несколько направлений повы-
шения эффективности предложенного метода. Первое 
направление предполагает использование прямо-
угольных ячеек в полуплоскости (z = 0, x > 0), размеры 
которых оптимально выбираются в зависмости от 
расстояния от центра ячейки до края плоскоскости. 
Аналогично, параметры jx  могут рассчитываться не 
по формуле (21), а более оптимальным с точки зрения 
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эффективности образом. Еще одним направлением 
повышения эффективности может быть использова-
ние псевдослучайных чисел (методы Монте–Карло). 
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Приложение 1 

Полиномы Эрмита Hm описываются выражением [22, 21]:  
2

2 d exp( )( ) = ( 1) exp( ) ,
d

m
m

m m

xH x x
x
  (1.1) 

где m = 0, 1, 2, 3,... Выполнив дифференцирование в формуле (1.1), получаем  
2

0 1 2( ) = 1, ( ) = 2 , ( ) = 4 2, .H x H x x H x x    

На действительной оси полиномы Эрмита удовлетворяют отношению ортогональности [22, 21]:  

2
0, m k,[1]

( ) ( ) exp( )d =
2 ! m=k.

m k m
H x H x x x

m




 


  (1.2) 

Рекуррентное соотношение, связывающее три последовательных полинома Эрмита, имеет вид  

1 1( ) 2 ( ) 2 ( ) = 0,n n nH x xH x nH x    (1.3) 

где т = 0, 1, 2, 3,... 
Из ортогональности полиномов Эрмита (1.2) следует, что  

2 2

2 2
=0

( 1) 2cos( ) = exp ( ) ( ).
4 (2 )! 2

m

m mm
m

t sts H t H s
m

    
 

  (1.4) 
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Из тождества (1.2) также следует, что  
2

2
22

=0

2 (0) 2 2( ) = exp ,
4 (2 )!

m
mm

m

H v vv H
m

             
  (1.5) 

где (v) – дельта-функция Дирака,  > 0 – параметр. Так как H2m(0) = (–1)m(2m)!/ m!, то  
2

22
=0

2( 1) 2 2( ) = exp .
4 !

m

mm
m

v vv H
m

              
  (1.6) 

Приложение 2 
Представим функцию Хевисайда  

1 при >0;
1( ) = при =0;
2
0 при <0,

v


  




 (2.1) 

в виде ряда  
2

2
=0

2( ) = exp ,v H
w w

              
  


 (2.2) 

где > 0w . Из условия (1.2) следует  
2

20

2 2= exp d .
2 !

H
w ww

             
  

 (2.3) 

На рис. 5 показана аппроксимация функции Хевисайда рядом (2.2) при различном количестве членов ряда. 

 
Pис. 5. Aппроксимация функции Хевисайда рядом (2.2) при 10 (штрихпунктирная линия), 30 (пунктирная линия) и 60 

(сплошная линия) членах ряда 

Приложение 3 
Из выражения (6) следует  

2

22

( 1) 2 ( ) 2 2( ) = exp d .
4 (2 )!
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При m = 0 интеграл в формуле (3.1) принимает вид:  
2
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Если m > 1, то для вычисления интеграла в формуле (3.1) можно использовать рекуррентное соотношение (1.3) 
2 2 2

2 2 2 2 12 2 2

2 2 2 2 2 2exp d = 2(2 1) exp d exp .m m m
u u u u u uH u m H u H 
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Из формул (3.2), (3.3) следует, что при m > 1 имеет место равенство  
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Тогда функцию (3.1) можно записать в виде  
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После подстановки в формулу (5) функции (5) получим  
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На основании формулы (1.6) первый интеграл в формуле можно представить в виде  
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Из формулы (1.6) также следует  
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Из формул (3.6), (3.7), (3.8) следует  
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 (3.9) 

Предварительные расчеты показали, что представление функции J (x, y, z) в виде (3.9) обеспечивает при 
ограниченном числе членов ряда более высокую точность аппроксимации, чем исходное выражение (3.6). 
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Numerical simulation of light diffraction at an edge 
using geometric optics methods 
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Abstract 

A mathematical model is proposed for the spatial distribution of a radiation flux that occurs 
when a plane wave is diffracted at an edge. In this model, the spatial distribution of the radiation 
flux is described by rays with the radiation fluxes strung on them. A feature of the proposed model 
is that the radiation fluxes strung on the rays are added algebraically. 
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