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Аннотация 

Рассматривается топологический заряд суперпозиции параллельных одинаковых вихре-
вых пучков произвольной формы – пучков Лагерра–Гаусса или Бесселя–Гаусса или других 
вихревых пучков с радиально-симметричным распределением интенсивности. Известно, 
что если фазы всех пучков в суперпозиции одинаковые, то топологический заряд всей су-
перпозиции равен топологическому заряду отдельного пучка n. В работе показано, что если 
пучки расположены на окружности и их фазы линейно возрастают на ней так, что разность 
фаз между соседними пучками на окружности равна 2πp / N, где N – число пучков, р – целое 
число, то топологический заряд суперпозиции будет равен n + p. 

Ключевые слова: топологический заряд, суперпозиции параллельных пучков, вихре-
вой пучок. 

Цитирование: Ковалёв, А.А. Общий топологический заряд нескольких одинаковых внеосе-
вых вихревых световых пучков произвольной радиально-симметричной формы / А.А. Ковалёв, 
В.В. Котляр, А.Г. Налимов // Компьютерная оптика. – 2025. – Т. 49, № 2. – С. 173-179. – DOI: 
10.18287/2412-6179-CO-1518. 

Citation: Kovalev AA, Kotlyar VV, Nalimov AG. Common topological charge of several 
similar off-axis vortex light beams of arbitrary rotationally symmetric shape. Computer Optics 
2025; 49(2): 173-179. DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1518. 

Введение 

Оптические вихри характеризуются орбитальным 
угловым моментом (ОУМ) [1] и топологическим заря-
дом (ТЗ) [2]. Для полей с вращательной симметрией 
значения ОУМ, нормированного на интенсивность, и ТЗ 
совпадают. Структурированный свет более общей фор-
мы может характеризоваться этими двумя показателями 
по отдельности, а также другими инвариантными к рас-
пространению величинами, такими как спектр угловых 
гармоник (ОУМ-спектр) [3, 4], частичный ТЗ [5], мо-
менты ОУМ высших порядков [6]. 

Существует масса работ по измерению ТЗ стан-
дартных оптических и акустических вихрей с враща-
тельной симметрией [7 – 11], но для пучков произ-
вольной формы он должен измеряться согласно опре-
делению М.В. Берри [2], как, например, в [12] с по-
мощью Шака–Гартмана. В отличие от ОУМ и ОУМ-
спектра, ТЗ является трудно измеримой величиной, 
поскольку он зависит от распределения фазы в пери-
ферийной части пучка. Но его преимуществом явля-
ется дискретность, то есть скачкообразное изменение 
при достижении искажениями определённого уровня. 
Поэтому ТЗ структурированных пучков продолжает 
изучаться и в настоящее время. 

Например, в работе [13] рассмотрены и сформи-
рованы внеосевые двухвихревые пучки. Исследовано 
изменение их формы при увеличении расстояния 

между вихрями. С помощью наклонной линзы опре-
делён ТЗ таких внеосевых двухвихревых пучков. 
Продемонстрировано, что их ТЗ не только зависит от 
величины азимутальных индексов обеих фазовых 
сингулярностей, но и от их знаков. Также показано, 
что наклонная линза позволяет определить простран-
ственное распределение вихрей. 

В работах [14, 15] исследуется ТЗ в дальней зоне 
оптических вихрей дробного порядка. Эта работа яв-
ляется продолжением работ [16 – 18] по исследова-
нию ТЗ дробных вихрей в дальней зоне, но изучает 
также переходные кривые между двумя целыми зна-
чениями ТЗ, которые, как показано в работе, зависят 
также от радиуса перетяжки вихревого пучка. 

Кроме исследований ТЗ и ОУМ различных световых 
полей и способов их измерений, встречались работы, в 
которых показано, как эти характеристики можно ис-
пользовать для оптических вычислений [19, 20]. 

В наших работах также было показано, как можно 
выполнять простейшие арифметические операции 
над ТЗ. В [21] показано, что при сложении пучка Ла-
герра–Гаусса с внеосевым гауссовым пучком ТЗ су-
перпозиции равен ТЗ пучка Лагерра–Гаусса, делён-
ному на два (целочисленное деление). В [22] показа-
но, что, подбирая фазовую задержку между парал-
лельными пучками Лагерра–Гаусса, можно сделать 
ТЗ такой суперпозиции равным ТЗ каждого отдельно-
го пучка, но увеличенного или уменьшенного на еди-
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ницу. При этом пучки располагались в поперечной 
плоскости на окружности. Существуют работы, в ко-
торых изучались вихревые пучки, формируемые из 
массива гауссовых пучков, между которыми также 
задавалась фазовая задержка [23 – 25]. В [23, 24] рас-
смотрена суперпозиция пучков из гексагональной 
матрицы волоконных лазеров и сравнивается дина-
мика распространения синтезированного вихревого 
пучка с пучком ЛГ как в свободном пространстве, так 
и в турбулентной атмосфере. В [25] гауссовы пучки 
располагались на окружности, и для такой суперпо-
зиции получено общее выражение для комплексной 
амплитуды. Это выражение использовалось для рас-
чёта распределений интенсивности и фазы и по ним 
определялось формирование оптического вихря, но 
аналитически по полученной формуле порядок вихря 
не устанавливался. 

В работе [26] рассматривается массив уже не гаус-
совых пучков, а однокольцевых пучков ЛГ, оси кото-
рых расположены на поверхности гиперболоида вра-
щения. Формировать такие массивы одинаковых пуч-
ков можно, например, методом когерентного объеди-
нения пучков [27]. Получена общая формула для 
ОУМ, и анализируются её частные случаи. В [26] по-
казано, что ОУМ может иметь сколь угодно большие 
значения, ограниченные плотностью вихрей, но ТЗ 
всей суперпозиции в этой работе не рассматривался. В 
работе [28] также рассматривается массив однокольце-
вых пучков ЛГ, оси которых расположены на поверх-
ности гиперболоида вращения. Для такого массива 
изучалась центральная критическая точка (централь-
ный вихрь) и его ТЗ, однако общий ТЗ всего попереч-
ного распределения не рассматривался и, кроме того, 
исследовалась суперпозиция только пучков ЛГ и толь-
ко с одним кольцом. В [29] также исследуются масси-
вы одинаковых пучков, но уже векторных и сформи-
рованных внутри лазерного резонатора. Рассматривае-
мые семейства конструируются из нескольких лучепо-
добных траекторий с волновыми свойствами. Такие 
поля обладают четырьмя степенями свободы и могут 
преобразовываться в вихревые пучки с большим зна-
чением ОУМ, с несколькими сингулярностями, или в 
винтовые звёздообразные структуры. Для изучения 
поляризационных сингулярностей и топологической 
фазы таких полей рассматривается распределение двух 
фазовых параметров: arctg(|𝐸𝑥|/|𝐸𝑦|) и arg(𝐸𝑥 /𝐸𝑦), где 𝐸𝑥 
и 𝐸𝑦 – составляющие поля, хотя интегральные харак-
теристики этих величин для всего поля, такие как 
ОУМ или ТЗ, аналитически не устанавливаются. 

В данной работе исследуется суперпозиция произ-
вольных внеосевых оптических вихрей, не обязательно 
Лагерра–Гаусса. Для таких суперпозиций показано, что 
подбор фазовых задержек между ними также позволяет 
менять ТЗ и, кроме того, в случае увеличения числа со-
ставляющих пучков ТЗ можно менять на большие зна-
чения, увеличивая его на 2, 3 или 4. Теоретическое до-
казательство изменения ТЗ проведено для дальней зоны 

дифракции, но теоретические значения ТЗ подтвержде-
ны численно и для ближней зоны. 

1. Топологический заряд суперпозиции одинаковых 
параллельных вихревых пучков в дальней зоне 

дифракции 

Комплексная амплитуда суперпозиции одинако-
вых параллельных вихревых пучков в начальной 
плоскости имеет вид: 
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где (x, y) – декартовы координаты в начальной плос-
кости, N – число пучков в суперпозиции, m – ТЗ каж-
дого отдельного вихревого пучка, (an, bn) – декартовы 
координаты центра n-го пучка, A – функция от ради-
альной полярной координаты, задающая профиль 
пучка (Лагерра–Гаусса, Бесселя–Гаусса, и др.), cn – 
весовые коэффициенты суперпозиции, то есть |cn| за-
даёт амплитуду n-го составляющего пучка, а arg cn – 
его начальную фазу. 

В дальней зоне дифракции комплексная амплитуда с 
точностью до постоянного множителя описывается 
преобразованием Фурье [30] от начальной амплитуды: 
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где z0 – некоторое расстояние, условно разделяющее 
ось распространения на ближнюю и дальнюю зоны 
дифракции, например расстояние Рэлея для световых 
полей с гауссовой огибающей. 

Подставив (1) в (2) и учитывая свойство преобра-
зования Фурье от смещённых функций, получим: 
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Перейдём к полярным координатам и в начальной 
плоскости, и в дальней зоне: 
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Тогда после вычисления интеграла по угловой по-
лярной координате в начальной плоскости φ', преоб-
разование (3) примет вид: 



Общий топологический заряд нескольких одинаковых внеосевых вихревых световых пучков...  Ковалёв А.А., Котляр В.В., Налимов А.Г. 

Компьютерная оптика, 2025, том 49, №2   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1518 175 

   

 

   

1
0

1

0

0

, ,

exp cos sin

exp .

m

N

n n n
n

m

k
E r z z i

z
k

c i r a b
z

k
im A r J r r r dr

z









    

       

       
 





 (5) 

Отсюда видно, что комплексная амплитуда всей 
суперпозиции в дальней зоне равна комплексной ам-
плитуде одного составляющего вихревого пучка в 
дальней зоне Evortex, умноженной на комплексную ам-
плитуду суперпозиции плоских волн Eplane: 
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Тогда топологический заряд суперпозиции равен 
сумме топологического заряда одного составляющего 
пучка m и топологического заряда суперпозиции 
плоских волн (8) TCplane: 

planeTC m TC  . (9) 

Такое разделение общего ТЗ на ТЗ отдельного 
пучка и ТЗ некоторой суперпозиции плоских волн 
стало возможным именно благодаря рассмотрению 
поля в дальней зоне дифракции. При распростране-
нии поля до дальней зоны есть ещё зона дифракции 
Френеля. Для этой зоны мы не смогли найти общий 
ТЗ суперпозиции (1) аналитически. Однако в [5] до-
казано сохранение ТЗ при распространении, даже ес-
ли интенсивность поля при распространении меняет-
ся. Поэтому далее мы с помощью (9) установим ТЗ 
аналитически для дальней зоны, а верность его зна-
чения для зоны Френеля проверим расчётами при 
численном моделировании. 

Найдём далее этот добавочный топологический 
заряд в простом частном случае, когда 
cn

 = exp(i2πpn / N), an
 = r0cos(2πn / N), bn

 = r0sin(2πn / N). 
В этом случае вихревые пучки располагаются равно-
мерно на окружности и их фазы растут вдоль этой 
окружности линейно (рис. 1). 

Такое поле в дальней зоне имеет вид: 
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Рис. 1. Суперпозиция нескольких оптических вихрей 
на окружности, начальная фаза которых (показана 
цветом: яркий цвет – 0, бледный цвет – 2π) линейно 

возрастает вдоль этой окружности 

Нетрудно доказать (Приложение A) следующее 
свойство симметрии для суперпозиции плоских 
волн (10): 
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Это означает, что для любого оптического вихря 
найдётся симметричный другой оптический вихрь с 
противоположным топологическим зарядом. Поэтому 
все внеосевые вихри в поле Eplane компенсируют друг 
друга и не влияют на общий топологический заряд 
всей суперпозиции плоских волн. Не компенсируется 
только центральный вихрь на оптической оси. Чтобы 
определить его топологический заряд, разложим су-
перпозицию плоских волн в степенной ряд: 
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Представив косинусы степени s в виде биномов 
Ньютона от суммы двух экспонент, а также учитывая, 
что 
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где δp
 = 1 при p = 0, N, 2N, … и δp

 = 0 при других зна-
чениях p, преобразуем формулу (12) к виду: 
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0
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t s t


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 



      
 


    




 (14) 

Отсюда видно, что в данной сумме не равны нулю 
слагаемые, которые описывают оптические вихри с то-
пологическим зарядом p. Из-за цикличности значений δp 
в сумме (14) могут быть не равны нулю и другие слага-
емые, которые содержат оптические вихри с топологи-
ческими зарядами p ± N, p ± 2N, ..., но их вклад убывает 
из-за коэффициентов 1 / [t!(s – t)!]. Поэтому топологиче-
ский заряд всей суперпозиции должен быть равен  
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TC m p  . (15) 

По этой причине параметр p будем называть при-
ращением топологического заряда. 

Заметим, что если поле состоит из оптических 
вихрей, расположенных на нескольких кольцах, по-
добно нескольким гексагональным кольцам в [23], то 
оно описывается суммой нескольких слагаемых вида 
(10). Каждое из этих слагаемых обладает симметрией 
(11) и имеет центральных оптический вихрь с ТЗ (15). 
Поэтому, как показано в [23], число колец с вихрями 
влияет на вид формируемого вихревого пучка, но 
общий ТЗ всей суперпозиции с изменением числа ко-
лец не меняется и равен (15). 

Далее путём численного расчёта проверим фор-
мулу (15) для нескольких различных световых полей. 

2. Численное моделирование 

На рис. 2 показаны распределения интенсивности 
и фазы нескольких суперпозиций из восьми пучков 
Лагерра–Гаусса 7-го порядка с разным приращением 
топологического заряда от – 2 до + 3. 

Расчёт топологического заряда проводился по 
окружности большого радиуса (R = 30 мм), чтобы 
охватить всю область существенной интенсивности. 
При расчёте были получены следующие значения: 
4,9455 ≈ 5 (рис. 2а, г), 5,9333 ≈ 6 (рис. 2б, д), 6,9218 ≈ 7 
(рис. 2в, е), 7,9103 ≈ 8 (рис. 2ж, к), 8,8988 ≈ 9 
(рис. 2з, л), 9,8870 ≈ 10 (рис. 2и, м). Таким образом, во 
всех случаях подтвердилось значение топологическо-
го заряда, равное TC = m + p. 

На рис. 3 показаны распределения интенсивности 
и фазы нескольких суперпозиций из восьми пучков 
Бесселя–Гаусса также 7-го порядка и с такими же 
приращениями топологического заряда от – 2 до + 3, 
что и на рис. 2. 

При расчёте топологического заряда по той же 
окружности, что и для рис. 2, были получены следу-
ющие значения: 4,9171 ≈ 5 (рис. 3а, г), 5,8991 ≈ 6 
(рис. 3б, д), 6,8818 ≈ 7 (рис. 3в, е), 7,8645 ≈ 8 
(рис. 3ж, к), 8,8472 ≈ 9 (рис. 3з, л), 9,8297 ≈ 10 
(рис. 3и, м). Таким образом, и для пучков Бесселя–
Гаусса во всех случаях подтвердилось значение топо-
логического заряда, равное TC = m + p. 

Далее определим, влияет ли на топологический 
заряд расстояние между пучками. Для этого увели-
чим расстояние от их центров до оптической оси a0. 

На рис. 4 показаны распределения интенсивности 
и фазы нескольких суперпозиций из восьми пучков 
Лагерра–Гаусса и Бесселя–Гаусса при расстоянии от 
пучков до оптической оси, равном a0

 = 8w0 (на рис. 2 
и 3 a0

 = 3w0). 
При расчёте топологического заряда были полу-

чены следующие значения: 9,9256 ≈ 10 (рис. 4а, г), 
7,9425 ≈ 8 (рис. 4б, д), 8,8911 ≈ 9 (рис. 4в, е). Таким 
образом, у суперпозиции пучков, более удалённых от 
оптической оси, топологический заряд также полу-
чился равным TC = m + p. 

Рассчитаем теперь ТЗ для поля с двумя кольцами 
оптических вихрей. На рис. 5 показаны распределе-
ния интенсивности и фазы суперпозиции шестнадца-
ти пучков Лагерра–Гаусса, расположенных по восемь 
на двух кольцах с радиусами a01 = 5w0 и a02 = 10w0. 

 
Рис. 2. Распределения интенсивности (негатив) (а – в, ж –

 и) и фазы (г – е, к – м) суперпозиций пучков Лагерра–Гаусса 
при следующих параметрах: длина волны λ = 532 нм, радиус 

перетяжки гауссова пучка w0
 = 1 мм, радиальный 

и азимутальный индексы каждого отдельного пучка 
Лагерра–Гаусса q = 2 и m = 7, число пучков M = 8, 
расстояние центров пучков от оптической оси 

a0
 = 3w0

 = 3 мм, расстояние распространения z = z0
 / 2, 

приращение топологического заряда p = – 2 (а, г), –1 (б, д), 
0 (в, е), +1 (ж, к), +2 (з, л), +3 (и, м) 

В ближней зоне дифракции (рис. 5а, г) отчётливо 
видны пучки ЛГ на внешнем кольце и хорошо видны 
центральные тёмные области пучков ЛГ на внутрен-
нем кольце. При переходе из ближней зоны к дальней 
на расстоянии Рэлея (рис. 5б, д) можно разглядеть 
пучки ЛГ на внешнем кольце, но пучки ЛГ на внут-
реннем кольце уже не различимы из-за интерферен-
ции. В дальней зоне (рис. 5в, е) из-за интерференции 
уже нельзя разглядеть пучки ЛГ ни на внутреннем 
кольце, ни на внешнем. 

Несмотря на радикальное изменение дифракци-
онной картины, во всех трёх плоскостях были по-
лучены примерно одинаковые значения топологи-
ческого заряда: 8,9512 ≈ 9 (рис. 5а, г), 8,9172 ≈ 9 
(рис. 5б, д), 8,9473 ≈ 9 (рис. 5в, е). Таким образом, у 
суперпозиции пучков, расположенных на двух 
кольцах, топологический заряд также получился 
равным TC = m + p. 
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Рис. 3. Распределения интенсивности (негатив) (а – в, ж –
 и) и фазы (г – е, к – м) суперпозиций пучков Бесселя–Гаусса 
при следующих параметрах: длина волны λ = 532 нм, радиус 
перетяжки гауссова пучка w0

 = 1 мм, масштабирующий 
множитель и топологический заряд каждого отдельного 
пучка Бесселя–Гаусса α = k / 2000 и m = 7, число пучков 
M = 8, расстояние центров пучков от оптической оси 
a0

 = 3w0
 = 3 мм, расстояние распространения z = z0

 / 2, 
приращение топологического заряда p = – 2 (а, г), – 1 (б, д), 

0 (в, е), +1 (ж, к), +2 (з, л), +3 (и, м) 

 
Рис. 4. Распределения интенсивности (негатив) (а – в) 

и фазы (г – е) суперпозиций пучков Лагерра–Гаусса (а, б, г, 
д) и Бесселя–Гаусса (в, е) при следующих параметрах: 

длина волны λ = 532 нм, радиус перетяжки гауссова пучка 
w0

 = 1 мм, радиальный индекс пучков Лагерра–Гаусса q = 2, 
масштабирующий множитель пучков Бесселя–Гаусса 
α = k / 2000, топологический заряд каждого отдельного 

пучка в суперпозиции m = 7, число пучков M = 8, расстояние 
центров пучков от оптической оси a0

 = 8w0
 = 8 мм, 

расстояние распространения z = z0
 / 2, приращение 

топологического заряда p = 3 (а, г), 1 (б, д), 2 (в, е) 

 
Рис. 5. Распределения интенсивности (негатив) (а-в) 
и фазы (г-е) суперпозиции пучков Лагерра–Гаусса, 
расположенных на двух кольцах, при следующих 

параметрах: длина волны λ = 532 нм, радиус перетяжки 
гауссова пучка w0 = 1 мм, радиальный индекс пучков 
Лагерра–Гаусса q = 2, топологический заряд каждого 
отдельного пучка в суперпозиции m = 7, число пучков 

M = 2×8 = 16, расстояние центров пучков от оптической 
оси a01 = 5w0 = 5 мм (первое кольцо) и a02 = 10w0 = 10 мм 

(второе кольцо), приращение топологического заряда p = 2, 
расстояние распространения z = z0

 / 5 (а, г) (ближняя зона), 
z = z0 (б, д), z = 2z0 (в, е) (дальняя зона) 

Заключение 

В данной работе мы рассмотрели топологический 
заряд суперпозиции нескольких параллельных опти-
ческих вихрей, радиальное распределение которых 
может быть произвольным. Для дальней зоны ди-
фракции было теоретически доказано, что при равно-
мерном расположении вихрей на окружности тополо-
гический заряд суперпозиции может отличаться от 
топологического заряда каждого составляющего вих-
ревого пучка на заданную величину за счёт подбора 
разности фаз между ними. Топологический заряд лю-
бого светового поля не может изменяться при рас-
пространении, так как характеризует топологию фа-
зового распределения светового поля, для изменения 
которой требуются нелинейные преобразования, по-
этому указанный выше топологический заряд супер-
позиции должен сохраняться и в ближнем поле. И 
действительно, численное моделирование, проведён-
ное для многокольцевых пучков Лагерра–Гаусса и 
пучков Бесселя–Гаусса, подтвердило, что формула 
TC = m + p справедлива и в ближней зоне, на расстоя-
нии от начальной плоскости, в два раза меньшем рас-
стояния Рэлея. Ограничением рассмотренной модели 
является требование параллельности пучков, то есть 
невозможность определить общий ТЗ пучков при их 
некотором наклоне относительно оптической оси. 
Так, с её помощью нельзя установить ТЗ структурно-
устойчивой суперпозиции, аналогичной рассмотрен-
ной в [28]. Напротив, универсальностью рассмотрен-
ной модели является независимость от формы со-
ставляющих вихревых пучков, так как в ней не пред-
полагается, что составляющие пучки являются про-
стейшими однокольцевыми пучками Лагерра–Гаусса. 
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Установленное свойство суперпозиций параллельных 
одинаковых оптических вихрей можно использовать 
в оптической передаче информации при идентифика-
ции принимаемых оптических сигналов по топологи-
ческому заряду, а также для управления топологиче-
ским зарядом комбинированного пучка путём внесе-
ния задержки между составляющими пучками. 
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Приложение A. Симметрия суперпозиции нескольких плоских волн 

Докажем свойство симметрии (3). Для этого рассмотрим поле на луче с угловой полярной координатой –φ ± π: 
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  (A1) 

Воспользуемся чётностью косинуса, формулами приведения, а также сменим диапазон суммирования с n = 
0, ..., N – 1 на n = 1, .., N – это можно сделать, так как слагаемые суммы одинаковы при n = 0 и при n = N: 

 plane 0 0
1

2
, , exp 2 cos .
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n

pn k n
E r z z i i r r

N z N

          
  

  (A2) 

Далее заменим индекс суммирования с n на N – n: 

     1
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p N n N nk
E r z z i i r r
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             

  (A3) 

Так как и косинус, и экспонента в (A3) периодичны с периодом 2π, везде можно сократить N в числителе, 
и потому 

 
1
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, , exp 2 cos ,
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

           
  

  (A4) 

то есть получилась как раз правая часть (3):  *
plane 0, ,E r z z  . 
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Common topological charge of several similar off-axis vortex light beams 
of arbitrary rotationally symmetric shape 
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Abstract  

We investigate the topological charge of superposition of parallel identical vortex beams of 
arbitrary shape – either Laguerre-Gaussian beams or Bessel-Gaussian beams or some other vortex 
beams with a rotationally symmetric intensity distribution. It is known that if all beams in the 
superposition are in-phase then the topological charge of the whole superposition is equal to the 
topological charge of each constituent beam, n. We show that if the beams are arranged on a circle 
with their phases linearly increasing on this circle, so that the phase difference between the 
neighboring beams equals 2πp/N, where N is the number of beams and р is integer, then the 
superposition has the topological charge n + p. 
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