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Аннотация 

В работе показано, что для скалярного однокольцевого пучка Лагерра–Гаусса при 
больших значениях топологического заряда канонический поток энергии вблизи перетяжки 
на внутренней стороне светового кольца отрицательный (обратный), а на внешней стороне – 
положительный. А на расстоянии от перетяжки больше длины Рэлея наоборот: канонический 
поток энергии на внутренней стороне кольца положительный, а на внешней стороне – 
отрицательный. Причем положительный и отрицательный потоки на кольце примерно равны 
по модулю. При малых значениях топологического заряда малые отрицательные значения 
канонического потока энергии также имеют место быть в сечении пучка Лагерра–Гаусса в 
дальней зоне на больших расстояниях от оптической оси, где интенсивность почти нулевая. 

Ключевые слова: линейная поляризация, параксиальный пучок Лагерра–Гаусса, 
продольный канонический (орбитальный) поток энергии. 

Цитирование: Котляр, В.В. Обратный канонический поток энергии в ближней зоне пучка 
Лагерра–Гаусса / В.В. Котляр, А.А. Ковалёв, А.Г. Налимов // Компьютерная оптика. – 2026. – 
Т. 50, № 2. – 1717. – DOI: 10.18287/COJ1717. 

Citation: Kotlyar VV, Kovalev AA, Nalimov AG. Backward canonical near-field energy flux of 
a Laguerre-Gauss beam. Computer Optics 2026; 50(2): 1717. DOI: 10.18287/COJ1717. 

Введение 

Лазерные пучки Лагерра–Гаусса (ЛГ) [1–4] известны давно и очень хорошо изучены [5–7]. Именно на примере 
пучков ЛГ в 1992 году впервые было показано, что свет обладает орбитальным угловым моментом (ОУМ) [8]. 
Нормированный на мощность пучка ОУМ пучков ЛГ равен топологическому заряду n и сохраняется при 
распространении пучка в свободном пространстве. В [8] были рассчитаны распределение продольной 
компоненты вектора Пойнтинга и распределение углового момента для пучка ЛГ. Продольная компонента 
вектора Пойнтинга в [8] оказалась равна (с точностью до постоянной) интенсивности пучка ЛГ, то есть всегда 
положительная. Однако в некоторых работах [9 – 11] было показано, что в остром фокусе может формироваться 
обратный поток энергии. Он формируется в тех областях в сечении пучка, в которых продольная проекция 
вектора Пойнтинга имеет отрицательные значения. С другой стороны, известно, что вектор Пойнтинга с 
точностью до несущественных констант состоит из двух векторов [12], которые описывают орбитальный поток 
энергии (канонический поток энергии) Por и поток спина Psp: 
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В (1) E = (Ex, Ey, Ez) – декартовы проекции вектора напряженности электрического поля. С учетом уравнения 
(1) получается, что отрицательное значение вектора Пойнтинга может обеспечивать спиновая часть потока 
энергии. Действительно, в [13] показано, что обратный поток формируется в тех областях в сечении пучка, в 
которых продольная компонента потока спина Psp,z отрицательная и больше по модулю, чем положительная 
продольная компонента канонического потока Por,z. В [12] показано, что продольная компонента канонического 
потока энергии для пучка ЛГ с круговой поляризацией и с учетом продольной компоненты поля всегда 
положительная и пропорциональна интенсивности. Этот результат получен на основе предположения, что 
волновое число света много больше, чем величина топологического заряда, деленная на длину Рэлея. Но в 
современных исследованиях используются оптические вихри с топологическими зарядами больше 100 [14 – 18] 
и даже больше 10000 [19]. При больших топологических зарядах канонический поток энергии уже не равен 
интенсивности и при некоторых параметрах может быть отрицательным. 

В данной работе мы покажем, что у обычного однокольцевого пучка ЛГ в ближней зоне, то есть на расстоянии от 
перетяжки много меньшем, чем длина Рэлея, при больших топологических зарядах (около 100) и малых радиусах 
перетяжки (в полтора раза больше длины волны) формируется отрицательный канонический поток энергии. 
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1. Канонический обратный поток энергии в сечении пучка Лагерра–Гаусса 

Рассмотрим комплексную амплитуду однокольцевого пучка ЛГ: 
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где k = 2π / λ – волновое число света с длиной волны λ, (r, φ, z) – цилиндрические координаты, w – радиус 
перетяжки гауссова пучка, n – топологический заряд, q(z) = 1+iz / z0, z0 = kw2 / 2 – длина Рэлея. Продольную 
проекцию орбитального потока энергии, согласно (1), будем искать по формуле: 
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В случае параксиального светового поля с линейной поляризацией (2) в выражении (3) останется только 
первое слагаемое (продольную компоненту поля учтем после). Подставим (2) в (3), получим: 
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В (4) первые 3 сомножителя – это распределение интенсивности поля (2), а последний сомножитель – это 
производная фазы поля (2) по переменной z: 
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Найдем примерные параметры в (5), при которых канонический поток будет отрицательный, Por,z
 < 0. 

Рассмотрим ближнюю зону, то есть z << z0. При этом фаза Гоу ψ будет почти нулевая и будут иметь место 
приближенные равенства: 0, cos 1, ( ) 1.q z      Поэтому, чтобы выражение во вторых круглых скобках в 

(5) было меньше нуля, должно выполняться неравенство (n > 0): 

2

0 2
( 1) 0.

r
kz n

w
     (6) 

Пусть в (6) r < w, тогда, вместо (6), можно записать:  
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Из (7) следует неравенство на величину радиуса перетяжки: 
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В работах [20 – 23] используются разные подходы для определения границ применимости параксиального 
приближения. Например, в работе Agrawal G.P. [23] показано, что параксиальное приближение выполняется, 
если kw > 4, то есть при w > 2λ / π. Поэтому, если в (8) выбрать, например, n = 72, то радиус перетяжки может быть 
равен w = 1,5λ. При этом будет выполняться и параксиальное приближение, и неравенство (8), которое 
гарантирует наличие обратного канонического потока энергии (5) в сечении пучка (2). 

Чтобы добиться примерного равенства прямого и обратного канонических потоков энергии, нужно, чтобы 
производная фазы поля (2) по переменной z была равна нулю примерно на кольце с таким радиусом, при котором 
интенсивность максимальна. Из (5) найдем радиус, на котором производная фазы по z (z << z0) равна нулю, получим: 
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Под корнем в (9) должно быть положительное число. 
Из выражения для интенсивности поля (2) найдем радиус кольца, на котором интенсивность максимальна, 

получим: 
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Приравняем друг другу r1 и r2, получим условие, которое связывает величину радиуса перетяжки и величину 
топологического заряда (z << z0): 
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Например, при n = 120 из (11) следует, что радиус перетяжки должен быть примерно 1,75w   . На рис. 1 
показано распределение интенсивности (а) и распределение канонического потока энергии (б) в сечении пучка 
(2) при следующих параметрах: длина волны λ = 532 нм, радиус перетяжки w = 1,75λ, ТЗ n = 120, расстояние 
распространения z = z0 / 50, размер расчётной области 20×20 мкм, z0 = πλ(1,75)2 = 9,62λ. 

 
Рис. 1. Распределение интенсивности (а) и продольной компоненты канонического потока энергии (б): интенсивность – 
максимум белый цвет, знак «+» – положительный поток, знак «-» – отрицательный поток. Параметры моделирования: 

λ = 532 нм, w = 1,75λ, n = 120, расстояние распространения z = z0 /50 

Из рис. 1 следует, что плотность обратного и прямого потоков примерно одинаковая. 

2. Динамика изменения канонического обратного потока вдоль оптической оси 

Исследуем динамику изменения распределения обратного канонического потока энергии при 
распространении пучка (2) в свободном пространстве. Преобразуем (5) к более удобному виду: 
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Выражение в квадратных скобках отвечает за знак плотности канонического потока энергии. Чтобы 
проанализировать знак этого выражения, выберем n = 120 и w = 1,75λ, чтобы согласовать теорию и моделирование 

(рис. 1). При этом выражение kz0 в (12) будет равно 60,45. При z < z0 
2

2q  , поэтому 
2
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Аналогично, выбрав, например, расстояние z < z0 / 2 , получим, что множитель при (r/w)2 положительный. В 
этом случае зависимость производной фазы поля (2) по переменной z будет описываться параболой вида  

2
, , 0, 0.or zP a br a b     (13) 

Это означает, что внутри кольца интенсивности и до середины кольца интенсивности знак функции (13) будет 
отрицательный, а на внешней стороне кольца интенсивности знак (13) будет положительный, как показано на 

рис. 1 На расстоянии Рэлея (z = z0 / 2 ) сомножитель в круглых скобках, который умножается на (r/w)2, будет 
равен нулю, а в (13) b = 0. То есть на всем кольце поток будет отрицательный. При z > z0 и в дальней зоне знаки у 

параболы (13) поменяются. Действительно, например, при z = z0 2  выражение 
2

0 ( ) ( 1)kz q z n  = 181,35-121 

будет больше нуля, а множитель при (r/w)2 будет отрицательный и равен –1. Поэтому парабола (13) после 
расстояния Рэлея изменится на параболу вида: 

2
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Это означает, что на внутренней части кольца интенсивности теперь будет положительный поток энергии, а 
на внешней стороне светового кольца поток энергии будет отрицательный. Это подтверждает моделирование. 
Так, на рис. 2 показано, что пучок (2) при распространении в свободном пространстве изменяет распределение 

продольного канонического потока энергии на световом кольце. На расстоянии z= z0/ 2  (рис. 2а) внутри кольца 
и на самом кольце поток отрицательный (знак «–»), а при расстояниях больше расстояния Рэлея (рис. 2б) на 
внутренней стороне кольца поток положительный, а на внешней стороне кольца – отрицательный. Мы также 
рассчитали плотность продольного канонического потока энергии для начального поля (2) при тех же 
параметрах, но на расстоянии z0/2 с помощью интегрального преобразования Френеля и уравнения (3). Результат 
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совпал с аналогичным результатом, рассчитанным по формуле (12). Это означает, что параксиальное 
приближение работает при выбранных параметрах. Напомним, что на расстоянии меньшем длины Рэлея (рис. 1б) 

(z = z0/ 2 ) наоборот: на внутренней стороне кольца поток отрицательный, а на внешней стороне – 
положительный. 

 
Рис. 2. Отрицательное (синее и минус) распределение потока энергии на кольце на расстоянии z= z0/ 2  (а) 

и распределение потока энергии на кольце на расстоянии z = 2z0 (б): положительные значения потока (знак +) внутри 
кольца и отрицательные значения потока (знак -) вне кольца. Параметры моделирования: λ = 532 нм, w = 1,75λ, n = 120 

Расходимость рассматриваемого пучка достаточно большая. Так, в начальной плоскости светлое кольцо было 

радиусом 13,6λ (примерно, как на рис. 1а), а на расстоянии Рэлея радиус светлого кольца увеличился в 2 раз и 
стал равен 19,2λ. Тангенс угла расходимости примерно равен (19,2–13,6) / z0 = 0,58, то есть угол расходимости 
равен примерно 30 градусов. 

Если выбрать значение топологического заряда небольшое, например, n = 3, то из уравнения (12) следует, что 
выражение в квадратных скобках также может быть отрицательным 
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Но при этом первое слагаемое будет больше второго, а третье слагаемое будет отрицательным при больших 
z и при подходящем выборе радиуса r может превышать по модулю сумму первых двух слагаемых. 
Действительно, при больших z >> z0 из (15) следует, что при условии  

z r , (16) 

при небольших n и при любом радиусе перетяжки w начиная с r = z 2 величина канонического потока 
энергии будет отрицательная. Правда, по модулю она будет очень маленькой. Так, на рис. 3а показано 
распределение интенсивности при w = 1,75λ, n = 3 на расстоянии z = 5z0 для пучка с амплитудой (2). На 
рис. 3б кольцо со знаком плюс – это положительный канонический поток энергии вдоль оси z. А за 
окружностью радиусом r = 38 мкм (пунктирная линия на рис. 3а) поток энергии отрицательный, правда 
очень маленький, равный – 1,63×10-55. По формуле (16) радиус окружности, с которой начинаются 

отрицательные значения обратного потока энергии, примерно равен r = 2 (5z0) = 36 мкм. Приравнивая 
выражение (15) к нулю и решая уравнение относительно переменной r, можно найти более точное значение 
радиуса пунктирной окружности, r = 38 мкм. 

 
Рис. 3. Распределение интенсивности (а) поля (2) на расстоянии z = 5z0 при w = 1,75λ, n = 3 и продольная проекция 

канонического потока энергии (б): знак «+» – положительный поток энергии на кольце и до пунктирной окружности, 
после пунктирной окружности поток отрицательный 

3. Учет продольной компоненты светового поля 

Канонический поток энергии (3) с учетом малой продольной компоненты поля будет иметь вид: 
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Распределение интенсивности пучка ЛГ с линейной поляризацией вдоль оси x и с учетом продольной 
компоненты поля будет иметь вид: 
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. (18) 

Если топологический заряд небольшой, то из (17) и (18) следует, что канонический поток энергии вдоль 
оптической оси будет положительный и равен поперечной интенсивности, умноженной на волновое число, 

2
,or z xP kA , а распределение интенсивности будет иметь вид круглого кольца 2

xI A . Но если топологический 

заряд большой, например, как на рис. 1, то следует учитывать следующие члены в выражениях (17) и (18), и 
продольная компонента начинает влиять на интенсивность. Из (18) видно, что продольная компонента немного 
изменяет круговую симметрию распределения интенсивности, и у кольца на горизонтальной оси интенсивность 
будет меньше, чем на вертикальной. На рис. 4 показаны распределение интенсивности (а) и канонический поток 
энергии (б) при тех же параметрах, что и на рис. 1, но с учетом продольной компоненты поля Ez = Azexp(iФz). Из 
рис. 4 видно, что хотя интенсивность потеряла круговую симметрию из-за продольной компоненты, но обратный 
поток не пропал, а только уменьшился по величине вблизи горизонтальной оси. 

 
Рис. 4. Распределение интенсивности (а) и продольной компоненты канонического потока энергии (б): интенсивность – 
максимум белый цвет, минимум на кольце –серый цвет, знак «+» – положительный поток, знак «-» – отрицательный 

поток. Параметры моделирование: λ = 532 нм, w= 1,75λ, n = 120, расстояние распространения z = z0/50 

На рис. 4 видно, что вблизи перетяжки обратный канонический поток имеет место на внутренней части кольца 

интенсивности. Это можно объяснить таким образом. Радиус кольца r2 на рис. 4а примерно равен r2 = w / 2n
= 1,75(7,75)λ = 13,5λ, а длина кольца равна 2π r2 = 85,2λ. И так как топологический заряд равен n = 120, то на длину 
кольца приходится 120 скачков азимутальной фазы nφ на 2π, а на длину волны приходится 120/85,2 = 1,4 скачка 
фазы на 2π. То есть в начальной плоскости имеется субволновая фазовая решетка, после прохождения через 
которую появляются и поверхностные, и обратные волны. Но период этой решетки увеличивается с увеличением 
радиуса. Поэтому на внутренней стороне кольца период азимутальной фазовой решетки меньше длины волны и 
имеются обратные волны, а на внешней стороне кольца период решетки уже равен или больше длины волны и 
обратных волн нет. 
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Заключение 

В работе на примере хорошо известного однокольцевого пучка Лагерра–Гаусса показано, что в сечении пучка 
имеют место отрицательные значения канонического обратного потока энергии. Канонический обратный поток 
энергии для скалярных пучков равен интенсивности, умноженной на градиент фазы. А градиент фазы равен 
волновому вектору светового поля. Поэтому считалось, что у скалярных пучков, которые распространяются в 
положительном направлении оптической оси, не может быть отрицательных значений канонического обратного 
потока. Это бы означало, что в сечении пучка есть области, в которых волновой вектор направлен в обратную 
сторону по отношению к направлению оптической оси. У всех параксиальных пучков света в фазе присутствует 
слагаемое, равное kz. Поэтому производная фазы по продольной координате равна волновому числу, которое 
много больше, чем проекции волнового вектора по поперечным координатам. Этим и объясняется то, что 
локально волновой фронт пучка похож на участок плоской волны, которая имеет положительную проекцию 
волнового вектора вдоль оптической оси. Но у вихревого пучка есть еще фаза Гоу, – (n +1)arctg(z /z0), производная 
которой по продольной координате всегда отрицательная и тем больше по модулю, чем больше топологический 
заряд оптического вихря. При достаточно большом положительном топологическом заряде (n > 0) производная 
фазы Гоу может превысить значение волнового вектора, и тогда канонический поток энергии будет 
отрицательный (обратный). Таким образом, физически отрицательный канонический поток энергии вблизи 
перетяжки пучка Лагерра–Гаусса объясняется тем, что положительная производная по продольной координате 
фазы плоской волны, пропорциональная волновому числу k, может быть меньше, чем отрицательная производная 
по продольной координате фазы Гоу, пропорциональная величине – (n+1) / z0. Но не только топологический заряд 
должен быть большим, нужно также, чтобы длина Рэлея z0 была небольшой и радиус перетяжки гауссова пучка 
w тоже был небольшой. Это приводит к тому, что в начальной плоскости при обходе по кольцу интенсивности 
на длину волны укладывается несколько скачков фазы на 2π. То есть для формирования обратного канонического 
потока у пучка ЛГ нужно, чтобы азимутальная фаза была субволновой. Тогда в начальной плоскости будет 
присутствовать «субволновая фазовая азимутальная решетка», при проходе через которую у светового поля 
формируются как поверхностные, так и обратные волны. 
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Abstract 

We show that for a scalar single-ring Laguerre-Gauss beam with high topological charge, the 
near-waist canonical energy flux is negative (reverse) on the inner side of the intensity ring and 
positive on the outer side. And vice versa, at a distance from the waist greater than the Rayleigh 
length, the canonical energy flux is positive on the inner side of the ring and negative on the outer 
side. Moreover, the positive and negative fluxes on the ring are approximately equal in modulus. At 
small values of the topological charge, small negative values of the canonical energy flux also occur 
in the cross-section of the Laguerre-Gauss beam in the far field at large distances from the optical 
axis, where the intensity is almost zero. 

Keywords: linear polarization, paraxial Laguerre-Gaussian beam, longitudinal canonical 
(orbital) energy flux. 
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