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Аннотация 

В данной работе исследуется петлевой резонатор со скрытой топологией ленты Мёбиуса 
(ПРМ), в котором петля сформирована скрученным сильноэллиптическим волокном. 
Показано, что внедрение топологии Мёбиуса в резонатор данного типа расширяет его 
возможности и позволяет увеличить число типов структурированных пучков, 
характеристиками которых можно параметрически сверхэффективно управлять. В качестве 
примера продемонстрировано, что с помощью ПРМ можно генерировать частотные гребёнки 
как для оптических вихрей, так и для мод Лагерра–Гаусса с единичным по модулю 
азимутальным числом. Предложенная система может служить основой для создания 
волоконных лазеров, генерирующих структурированные пучки. 
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Введение 

На протяжении двух последних десятилетий внимание многих исследователей приковано к физическим 
системам, имеющим в своей основе топологические особенности, присущие ленте Мёбиуса. Лента Мёбиуса 
является односторонним объектом и легко реализуется на макроскопическом уровне, что обуславливает интерес 
исследователей к подобным ей системам. Концепция ленты Мёбиуса возникла в 1858 году, и среди естественных 
наук к ней первыми обратились химики [1]. В физике система с топологией ленты Мёбиуса была впервые 
продемонстрирована на примере полости, нагруженной свёрнутой медной проволокой [2]. Наличие такой 
проволоки в резонаторе приводило к появлению двух дополнительных пар резонансных пиков, отвечающих 
Мёбиус-модам второго порядка. В целом, идея инкорпорирования данной специфической топологии в 
резонаторы оказалась продуктивной. В дальнейшем было показано, что они потенциально пригодны для 
эффективного управления состоянием поляризации излучаемых электромагнитных волн [3, 4]. Из-за трудностей 
технического характера изготовление Мёбиус-структуры, оперирующей в оптическом диапазоне, было 
экспериментально продемонстрировано сравнительно недавно при использовании литографической техники 
прямой лазерной записи [5]. Заметим, что на самом деле не обязательно создавать объект в строгом соответствии 
с топологией оригинальной ленты Мёбиуса: достаточно имитировать её с помощью оптически активного 
элемента, встроенного в кольцевой резонатор [6].  

Наряду с этим, сохраняется устойчивый интерес к синтезу и созданию пространственно-локализованных 
объектов с топологией ленты Мёбиуса в наномасштабе [7, 8]. В целом, изучение систем на основе ленты Мёбиуса 
также стимулировало развитие других разделов физики, включая квантовую механику [9 – 11]. Абстрактный 
подход к выявлению топологии ленты Мёбиуса позволил обнаружить её присутствие в системе связанных 
плоских резонаторов [12]. Недавно была продемонстрирована конструкция волноводных линий передачи со 
встроенными топологиями ленты Мёбиуса и бутылки Клейна [13]. 

На фоне усилий по поиску физических систем, обладающих свойствами ленты Мёбиуса, довольно 
неожиданным стало появление направления, в котором структуры электромагнитного поля исследовались с 
целью выявления в них топологии ленты Мёбиуса. Впервые этот подход применил Фройнд [14, 15], в 
дальнейшем он был использован в целом ряде работ [16 – 19]. Мёбиусовские поляризационные структуры могут 
оказаться полезными при изготовлении микроструктурированных материалов с нетривиальной топологией. 
Такие технологии могут быть важны при создании функциональных материалов с особыми оптическими 
свойствами, мембран и подложек, селективных по отношению к форме молекул. Обычно экзотические 
поляризационные структуры возникают в фокальной плоскости при сильной фокусировке разнообразных 
структурированных пучков. 

На сегодняшний день установлено, что необычные свойства мёбиусовских систем непосредственно связаны 
с наличием топологической фазы, возникающей при эволюции системы вдоль пространственно искривлённого 
пути. В оптических примерах такой неголономный нединамический прирост фазы обычно связан с фазой 
Панчаратнама–Берри, обусловленной эволюцией состояния поляризации излучения [3 – 5]. Численно она равна 
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телесному углу, стянутому траекторией точки состояния на сфере Пуанкаре. Однако ситуация сложнее, 
поскольку данная фаза возникает даже при эволюции скалярных полей, не обладающих поляризационными 
степенями свободы [9, 10]. В последнем случае корректнее говорить о фазе Берри. Понимание этого 
обстоятельства открывает более широкие возможности при изготовлении мёбиусовских систем, выходящие за 
пределы исходных геометрических ограничений, подразумеваемых оригинальным примером. Недавно было 
показано, что Мёбиус-подобные структуры могут быть реализованы в оптической системе без явной топологии 
ленты Мёбиуса, а именно – в волоконном кольцевом лазере [20], в котором резонатор Мёбиуса формируется в 
виде кольца из сильноанизотропного скрученного циркулярного волокна. Очевидно, что геометрия такой 
системы не подразумевает наличие каких-либо признаков ленты Мёбиуса; нетривиальная топология связана 
исключительно с поведением оси материальной анизотропии. За счёт разрезания кольца и соответствующего 
поворота его концов друг относительно друга авторы также получают возможность управления фазой 
Панчаратнама, что является выгодным свойством подобных систем и обычно достигается более сложными 
методами [3, 4, 6]. Несколько позже была продемонстрирована возможность формирования последовательностей 
импульсов в волоконных мёбиусовских лазерах с синхронизацией мод [21]. 

Несмотря на разнообразие оптических лент Мёбиуса, их изучение ограничено исследованиями влияния 
топологии на состояние поляризации. Между тем известно, что свет может обладать орбитальными степенями 
свободы, которые играют важную роль в структурированных световых пучках [22]. При эволюции системы в 
пространстве параметров наличие таких степеней свободы также может приводить к возникновению фазы Берри 
[23]. Как было показано, в структурированном световом пучке любая его компонента, зависящая от орбитального 
числа l = ±1, ±2, … как exp(ilφ), где φ – азимутальный угол в локальной системе координат, при такой эволюции 
приобретает дополнительный (по сравнению с динамической фазой) топологический множитель вида exp(ilΩ), 
где Ω – телесный угол, характеризующий траекторию эволюции в пространстве параметров. По отдельности 
такие поля также известны как оптические вихри (ОВ) с топологическим зарядом l.  

В недавней работе [24] был рассмотрен пример влияния орбитальной топологической фазы на эволюцию поля 
в кольцевом мёбиусовском резонаторе (КМР) на базе сильно эллиптического волокна. Было показано, что 
модами шепчущей галереи такой системы являются ОВ с единичным по модулю топологическим зарядом (ТЗ). 
Такая особенность КМР позволяет генерировать с его помощью ОВ. Было отмечено, однако, что способность 
генерировать ОВ крайне чувствительна к потерям ввода, неизбежно возникающим при изготовлении такого 
резонатора. Последнее обстоятельство отмечалось также в работе [20]. 

В этой связи целью нашей работы является демонстрация волоконно-оптической системы со скрытой 
мёбиусовской топологией, обладающей теми же трансформационными свойствами по отношению к 
структурированным пучкам, что и КМР. В качестве такой системы мы рассматриваем петлевой резонатор, в 
котором петля формируется скрученным сильно эллиптическим волокном. Мы демонстрируем, что такой 
петлевой резонатор Мёбиуса (ПРМ) обладает свойством генерировать частотные гребёнки как для ОВ, так и для 
Лагерр–Гауссовых (ЛГ) мод с единичным по модулю азимутальным числом. 

1. Трансфер-матрица скрученного сильноэллиптического волокна 

Рассмотрим прямое скрученное сильноэллиптическое волокно (рис. 1) с шагом хиральной решётки H = 2π/q, 
где q – модуль вектора обратной решётки. Как известно [25], его моды с азимутальным числом l = 1 представлены 
четырьмя модами Блоха. Для наших целей достаточно использовать выражения только для двух таких мод, 
записанных в базисе линейных поляризаций в глобальной декартовой системе координат, а именно: 

|Ψଵ⟩ ൌ 𝐹ଵሺ𝑟ሻ 𝑐𝑜𝑠ሺφ െ 𝑞𝑧ሻ ቀ ௦௜௡ ஓ௘ష೔೜೥ା௖௢௦ ௘೔೜೥

௜ൣ௦௜௡ ஓ௘ష೔೜೥ି௖௢௦ ஓ௘೔೜೥൧
ቁ 𝑒௜ஒభ௭,

|Ψଷ⟩ ൌ 𝐹ଵሺ𝑟ሻ 𝑐𝑜𝑠ሺφ െ 𝑞𝑧ሻ ቀ ௜ሾ௦௜௡ ஓ௘
ష೔೜೥ି௖௢௦ ௘೔೜೥ሿ

ି ௦௜௡ ஓ௘ష೔೜೥ି௖௢௦ ஓ௘೔೜೥
ቁ 𝑒௜ஒయ௭.

 (1) 

Радиальная функция 𝐹ଵሺ𝑟ሻ имеет следующий вид: 

𝐹ଵ ൌ ቊ
𝐽ଵሺ𝑈෩𝑟/𝑟଴ሻ/𝐽ଵሺ𝑈෩ሻ, 𝑟 ൑ 𝑟଴,
𝐾ଵሺ𝑊෩ 𝑟/𝑟଴ሻ/𝐾ଵሺ𝑊෩ ሻ, 𝑟 ൒ 𝑟଴,

  

где 𝐽ଵ – это функция Бесселя 1-го рода порядка 1, а 𝐾ଵ – модифицированная функция Бесселя 1-го рода порядка 
1. Также выполняется соотношение 𝑈෩ଶ ൅𝑊෩ ଶ ൌ 𝑉ଶ, где 𝑉 ൌ 𝑘𝑛௖௢𝑟଴ expሺ2Δሻଵ/ଶ – волноводный параметр, 𝑟଴ – 
радиус невозмущённого эллиптичностью волокна, 𝑘 ൌ 2π/λ, λ – длина волны, 𝑛௖௢ – показатель преломления 
сердцевины волокна. Постоянные распространения блоховских мод (1) определяются следующим образом: 

βଵ ൌ β෨ଵ ൅
ଵ

ଶஒ෩భ
ቆ
஺భା஻భ

ଶ
൅ 𝐷ଵ ൅

ଵ

ଶ
ට16𝑞ଶβ෨ଵ

ଶ ൅ 𝐵ଵ
ଶቇ ,

βଵ ൌ β෨ଵ ൅
ଵ

ଶஒ෩భ
ቆ
஺భା஻భ

ଶ
െ 𝐷ଵ ൅

ଵ

ଶ
ට16𝑞ଶβ෨ଵ

ଶ ൅ 𝐵ଵ
ଶቇ .

 (2) 
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Здесь (r, φ, z) – цилиндрические координаты, β෨ଵ – скалярная постоянная распространения моды циркулярного 
волокна и F1 – радиальная функция. Управляющий параметр γ задан как tg2γ = –| Bl | / 4β෨୪q, π / 4 < γ < π / 2. 
Константы Al, Bl описывают т.н. спин-орбитальное взаимодействие (СОВ) [26, 27] в волокнах, величина D1 
характеризует влияние эллиптичности поперечного сечения. Явные выражения для всех констант могут быть 
найдены в [25]. В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением случая сильно эллиптических и сильно 
скрученных волокон, для которых справедливо D1≫ 𝑞β෨ଵ ≫A1, B1. Следует отметить, что правая часть этого 
неравенства не может выполняться для волокна с произвольной длиной при некотором значении полного угла 
скрутки θ, поэтому это условие должно проверяться отдельно. Также стоит отметить, что в приведённых 
примерах режим сильной эллиптичности (𝐷ଵ,  𝑞β෨୪ ≫ 𝐴ଵ, 𝐵ଵ) реализуется при δell

 = 0,05, где δell
 ൎ e2/4, и e – 

эксцентриситет, поэтому мы имеем дело с волокнами, у которых эллиптичность поперечного сечения слабо 
выражена. Из [25] следует, что при 𝑞β෨ଵ ≫ 𝐴௟ ,𝐵௟ угол γ = π / 2 и выражения (1), (2) упрощаются: 

|Ψଵ⟩ ൌ 𝐹ଵሺ𝑟ሻ cos ሺφ െ 𝑞𝑧ሻ𝑐ା,
|Ψଷ⟩ ൌ 𝐹ଵሺ𝑟ሻ sin ሺφ െ 𝑞𝑧ሻ𝑐ା,

 (3) 

βଵ,ଷ ൌ β෨ଵ േ δβ, (4) 

где 𝑐ା ൌ ሺ1, 𝑖ሻ் – вектор-столбец, указывающий на правую круговую поляризацию, «T» обозначает операцию 
транспонирования, и δβ ൌ 𝐷ଵ/2β෨ଵ.  

 
Рис. 1. Модель скрученного сильноэллиптического волокна. Шаг скрутки H, полярные координаты точки P в поперечном 

сечении задаются стандартным образом, (x, y, z) – лабораторная декартова система координат 

Выражения (3), (4) заданы в лабораторной декартовой системе координат. Этот режим эквивалентен режиму 
адиабатического вращения плоскости поляризации в скрученном анизотропном волокне. В нашем случае 
направление оси анизотропии формы задаётся ориентацией большой оси эллипса поперечного сечения, тогда как 
ориентация моды определяется направлением линии краевой фазовой дислокации φ – qz = 0. Данная дислокация 
проявляется как линия нулевой интенсивности, которая поворачивается в плоскости поперечного сечения 
волокна при увеличении z. По сути, такое вращение распределения интенсивности имеет те же причины, что и 
аналогичное вращение плоскости поляризации в анизотропном волокне при адиабатической скрутке. 
Действительно, в последнем случае два поля с ортогональными круговыми поляризациями, образующие линейно 
поляризованный пучок, при вращении оси анизотропии приобретают противоположные фазовые добавки 
благодаря фазе Панчаратнама–Берри. В конечном итоге это приводит к вращению плоскости поляризации. 

В случае эллиптического волокна логика та же. Действительно, мода |Ψଵ⟩ из (3) пропорциональна 

𝑐𝑜𝑠ሺφ െ 𝑞𝑧ሻ∞𝑒௜஦𝑒ି௜௤௭ ൅ 𝑒ି௜஦𝑒௜௤௭. (5) 

Уравнение (5) позволяет интерпретировать вращение распределения интенсивности (3) следующим образом: 
при вращении локального базиса каждый ОВ с ТЗ l приобретает дополнительный фазовый множитель 𝑒ି௜௟௤௭, где 
l = 1. Такое вращение, обусловленное геометрической фазой, связано только с орбитальными степенями свободы, 
поэтому его следует отождествлять с чистой фазой Берри [23, 28]. Также необходимо отметить, что в процессе 
поворота картины распределения интенсивности моды, как следует из (4), не появляется фаза, обусловленная 
состоянием поляризации. Это связано с тем, что анизотропия формы действует в первую очередь на орбитальные 
характеристики света [29]. 

Рассмотрим скрученное на угол θ сильноэллиптическое волокно с длиной d, так что θ = qd. Пусть входной 
конец волокна возбуждается полем 𝑝ଵ cosφ ൅ 𝑝ଶ sinφ. Тогда в пространстве ሼcosφ,  sinφሽ это поле может быть 
описано вектором-столбцом 𝑝⃗ ൌ ሺ𝑝ଵ,𝑝ଶሻ். Очевидно, что волокно трансформирует данное поле следующим 
образом: 

𝑝ଵ cosφ ൅ 𝑝ଶ sinφ →𝑝ଵ cosሺφ െ 𝑞𝑑ሻ expሺ𝑖βଵ𝑑ሻ ൅ 𝑝ଶ sinሺφ െ 𝑞𝑑ሻ expሺ𝑖βଷ𝑑ሻ. (6) 
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Тогда действие волокна на поле можно описать с помощью трансфер-матрицы: 

𝑡௣ ൌ 𝑀෡𝑝⃗, (7) 

где 

𝑀෡ ൌ 𝑒௜ஒ෩భௗ ൬
cosθ exp ሺ𝑖χሻ െ sinθ exp ሺെ𝑖χሻ
sin θ exp ሺ𝑖χሻ cosθ exp ሺെ𝑖χሻ ൰, 

Χ = δβd, 𝑡௣ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝑡௣ଵ, 𝑡௣ଶሻ் – вектор, который описывает состояние выходящего поля. 

2. Модель петлевого резонатора Мёбиуса 

Рассмотрим петлевой резонатор, в котором петля сформирована скрученным сильноэллиптическим 
волокном. Конструкцию такого резонатора можно представить в виде волоконного разветвителя, в котором 
нижний выходящий порт замкнут на верхний входящий порт (рис. 2а). 

Рассмотрим сначала действие разветвителя на входящее поле, представленное суперпозицией ОВ с ТЗ l, 
Ψ௜௡ ൌ 𝐼ଵ|𝑙, 𝐿⟩ ൅ 𝐼ଶ| െ 𝑙, 𝐿⟩ ൅ 𝐼ଷ|𝑙,𝑈⟩ ൅ 𝐼ସ| െ 𝑙,𝑈⟩, где L/U указывает на локализацию на соответствующем волокне. 
Оно описывается с помощью трансфер-матрицы: 

𝑇ሬ⃗ ൌ exp ሺ𝑖𝑠β෨௟ሻ൮

𝑎 𝑏 𝑐 𝑒
𝑏 𝑎 𝑒 𝑐
𝑐 𝑒 𝑎 𝑏
𝑒 𝑐 𝑏 𝑎

൲ 𝐼 ≡ 𝑇෠𝐼. (8) 

Здесь векторы 𝐼 ൌ ሺ𝐼ଵ, 𝐼ଶ, 𝐼ଷ, 𝐼ସ ሻ், 𝑇ሬ⃗ ൌ ሺ𝑇ଵ,𝑇ଵ,𝑇ଵ,𝑇ଵሻ்описывают входящее поле Ψ୧୬ и выходящее поле 
 Ψ୭୳୲ ൌ 𝑇ଵ|𝑙, 𝐿⟩ ൅ 𝑇ଶ| െ 𝑙, 𝐿⟩ ൅ 𝑇ଷ|𝑙,𝑈⟩ ൅ 𝑇ସ| െ 𝑙,𝑈⟩, s – длина области связи волокон в разветвителе. Матричные 
элементы 𝑎 ൌ cos𝑘ଵ cos𝑘ଶ, 𝑏 ൌ െ sin𝑘ଵ sin 𝑘ଶ, 𝑐 ൌ 𝑖 sin 𝑘ଵ cos𝑘ଶ, 𝑒 ൌ 𝑖 cos𝑘ଵ sin𝑘ଶ, 𝑘ଵ= s𝐶௟/2β෨௟ , 𝑘ଵ= s𝐷ഥ௟/2β෨௟. 
Константы 𝐶௟ ,𝐷ഥ௟ определяют вероятность туннелирования ОВ в соседнее волокно без смены и со сменой ТЗ 
соответственно [30]. В дальнейшем будем полагать l = 1. 

а)  б)  
Рис. 2. Модель петлевого резонатора, чёрная сплошная линия показывает, как скрученное сильноэллиптическое волокно 
замыкает порты разветвителя: соответствие портов разветвителя и амплитуд 𝐼௜ ,𝑇௜ ОВ (а); соответствие портов 

разветвителя и амплитуд 𝑖௜ , 𝑡௜ ЛГ-мод (б) 
Удобно перейти от трансфер-матрицы (8), которая преобразует вектор в пространстве, натянутом на векторы 

ሼ|𝑙, 𝐿⟩, |െ𝑙, 𝐿⟩, |െ𝑙,𝑈⟩ሽ, к трансфер-матрице в пространстве, натянутом на базисные 
векторы ሼ|𝐸𝑉, 𝐿⟩, |𝐸𝑉,𝑈⟩, |𝑂𝐷, 𝐿⟩, |𝑂𝐷,𝑈⟩ሽ, где 

|𝐸𝑉, 𝐿/𝑈⟩ ൌ |𝑙, 𝐿/𝑈⟩ ൅ | െ 𝑙, 𝐿/𝑈⟩,
|𝑂𝐷, 𝐿/𝑈⟩ ൌ |𝑙, 𝐿/𝑈⟩ െ | െ 𝑙, 𝐿/𝑈⟩.

 (9) 

В данном базисе трансфер-матрица преобразуется к прямой сумме двух квадратных матриц ранга 2: 

𝑇෡ ൌ 𝑒௜௦ஒ෩೗ ൬
cosηଵ 𝑖 sin ηଵ
𝑖 sin ηଵ cosηଵ

൰,                 

⊕𝑒௜௦ஒ෩೗ ൬
cosηଶ 𝑖 sin ηଶ
𝑖 sin ηଶ cosηଶ

൰ ≡ τଵෝ ⊕ τଶෝ ,
 (10) 

где ηଵ,ଶ ൌ 𝑘ଵ േ 𝑘ଶ. Структура матрицы 𝑇ത говорит о том, что чётные и нечётные комбинации ОВ (или, 
равнозначно, чётные и нечётные ЛГ-моды) распространяются в разветвителе независимо друг от друга. 
Соответствие между портами и амплитудами входящих-выходящих полей указаны на рис. 2б. Заметим, что 
вектор 𝑥⃗ ൌ ሺ𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସሻ отвечает полю Ψ ൌ 𝑥ଵ|𝐸𝑉, 𝐿⟩ ൅ 𝑥ଶ|𝐸𝑉,𝑈⟩ ൅ 𝑥ଷ|𝑂𝐷, 𝐿⟩ ൅ 𝑥ସ|𝑂𝐷,𝑈⟩. Поля на входном и 
выходном портах разветвителя, задаваемые векторами 𝚤 ൌ ሺ𝑖ଵ, 𝑖ଶ, 𝑖ଷ, 𝑖ସ ሻ் и 𝑡 ൌ ሺ𝑡ଵ, 𝑡ଶ, 𝑡ଷ, 𝑡 ሻ், связаны следующим 
образом: 

ቀ
𝑡ଵ
𝑡ଶ
ቁ ⊕ ቀ

𝑡ଷ
𝑡ସ
ቁ ൌ τଵෝ ൬

𝑖ଵ
𝑖ଶ
൰⊕ τଶෝ ൬

𝑖ଷ
𝑖ସ
൰. (11) 

Амплитуды 𝑖ଶ,ସ парциальных полей ሼ|𝐸𝑉,𝑈⟩, |𝑂𝐷,𝑈⟩ሽ, приходящих на верхний левый порт, связаны с 
амплитудами 𝑡ଵ,ଷ ሼ|𝐸𝑉, 𝐿⟩, |𝑂𝐷, 𝐿⟩ሽ как 
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൬
𝑖ଵ
𝑖ଶ
൰ ൌ 𝑀෡ ቀ

𝑡ଵ
𝑡ଷ
ቁ. (12) 

Уравнения (11), (12) формируют замкнутую систему уравнений на неизвестные коэффициенты 𝑡௜ и 𝑖ଶ,ସ для 

ПРМ, так как амплитуды 𝑖ଵ,ଷ известны. Мощности 𝑃ଵ,ଶ ≡ ห𝑇ଵ,ଶห
ଶ
выходящих ОВ |േ1⟩ могут быть определены с 

использованием соотношения 𝑇ଵ,ଶ ൌ ሺ𝑡ଶ േ 𝑡ଵሻ/exp ሺ2ሻଵ/ଶ. 

3. Генерация ОВ в петлевом резонаторе Мёбиуса 

Рассмотрим возбуждение ПРМ чётной ЛГ-модой, что соответствует случаю 𝑖ଵ ൌ 1, 𝑖ଷ ൌ 0. Из рис. 3а видно, 
что при соответствующем подборе параметров системы можно добиться узкополосной генерации ОВ с ТЗ +1. 
Ширина области генерации, в которой мощность ОВ превышает 95 %, составляет примерно 0,05 пм. Добротность 
резонатора на частотах, отвечающих максимумам генерации ОВ с ТЗ +1, составляет приблизительно 106. Кривые 
меняются местами, если на вход подаётся нечётная ЛГ-мода. Нужно также отметить, что ПРМ сохраняет 
способность к генерации ОВ из входящей ЛГ-моды даже при уменьшении параметра связи между волокнами 
разветвителя. Действительно, так как режим генерации ОВ зависит от величины cos ଵ,ଶ (для рис. 3а cos ଵ0,22, 

cos ଶെ 0,17), то подбор длины разветвителя позволяет добиться необходимых значений cos ଵ,ଶ за счёт 

увеличения длины s. Например, увеличение расстояния между центрами волокон с 2,03 до 2,4 приводит к 
уменьшению констант связи примерно в 4 раза, однако достаточно увеличить длину разветвителя до 9,7 см, 
чтобы восстановить у ПРМ способность генерировать ОВ. При этом плотность пиков генерации ОВ 
увеличивается в 4 раза. Данный факт объясняется наличием множителя exp൫𝑖𝑠β෨ଵ൯ в трансфер-матрице (10). При 
более существенном ослаблении связи между волокнами разветвителя система начинает преобразовывать 
входящее поле так, как его преобразовывает волокно, последовательно составленное из двух участков прямого 
волокна, разделённых скрученным эллиптическим волокном.  

В работе [31] было отмечено, что в качестве носителей сигнала в линиях связи можно использовать не только 
ОВ, но и любой другой набор ортогональных волоконных мод, в частности, чётные и нечётные ЛГ-моды. В этой 
связи заметим, что кривые для ЛГ-мод, аналогичные кривым на рис. 3а, могут быть получены при 
соответствующем подборе параметров системы. Например, при тех же параметрах, что и для рис. 3а, за 
исключением s = 2,313 см, на выходе из резонатора формируется частотная гребёнка для нечётной ЛГ-моды 
почти с теми же параметрами, что и для ОВ с ТЗ +1. Таким образом, ПРМ способен генерировать оптические 
спектральные гребёнки [32] как для ОВ, так и для ЛГ-мод. Данное свойство ПРМ делает его возможной 
платформой для создания волоконных лазеров со скрытой топологией ленты Мёбиуса. Действительно, 
включение в петлю резонатора волокна, легированного иттербием, и прочих необходимых элементов позволяет 
создать на основе ПРМ волоконный лазер, подобный лазеру, экспериментально исследованному в работе [20]. 

а)  б)  в)  
Рис. 3. Мощности ОВ |1⟩ (сплошная кривая) и |െ1⟩ (пунктирная кривая) в зависимости от длины волны входящей  

чётной ЛГ-моды, индекс «U» в кет-векторах опущен за ненадобностью. Параметры: s = 2,226 см, d = 5,08 см, H = 15 см, 
𝛥 = 2ꞏ10-3, r0 = 8,1𝜆0; (а); s = 3,01 см, d = 7,03 см, H = 20,2 см, , 𝛥=5ꞏ10-3, r0 = 12𝜆0 (б); мощности ОВ |1 (сплошная кривая) 

и |–1 (пунктирная кривая) (в) в зависимости от оптического контраста 𝛥, параметры те же, что и для рис. 3а,  
за исключением длины волны λ0 = 1549,99 нм; остальные параметры: nco = 1,5, λ0 = 1550 нм, ell = 0,05, l = 1,  

расстояние между волокнами в разветвителе  = 2,03r0 

Область эффективной генерации ОВ можно существенно расширить путём подбора параметров системы. 
Действительно, при соответствующей подстройке параметров можно добиться ширины области, в которой 
мощность ОВ с единичным ТЗ составляет более 95 %, равной 9,5 пм. Особенностью такого режима является то, 
что в этой области существует диапазон (6,1 пм), в котором мощность ОВ с противоположным знаком почти 
равна нулю. Аналогичные трансмиссионные кривые с запрещёнными зонами также характерны для 
вертикального массива связанных кольцевых резонаторов [33]. Данный факт выгодно отличает ПРМ от 
аналогичных резонаторов (петлевого и кольцевого), в которых замыкающее разветвитель волокно имеет круглую 
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форму поперечного сечения. Действительно, в таких резонаторах отклонение длины волны от резонансного 
значения приводит к появлению в выходящем поле заметной примеси ОВ с противоположным знаком. Заметим, 
что мощность ОВ с единичным ТЗ (рис. 3б) колеблется от 80 % до 100 % в диапазоне 1550 ± 10 нм. Данный 
интервал отвечает примерно 25 каналам сетки для плотного мультиплексирования с разделением по длине волны. 
Число каналов можно удвоить и перекрыть весь C-диапазон, если уменьшить длину связи волокон в разветвителе 
с s = 3,01 см до s = 2,85 см. 

ПРМ так же, как и остальные подобные резонаторы, может обладать высокой чувствительностью к 
изменениям параметров. Например, в области Фано-подобных резонансов (см. рис. 3а) на длине волны 
1549,99 нм изменение оптического контраста  между сердцевинами волокон и оболочкой на 1,15 ൉ 10ି଺ 
(изменение показателя преломления оболочки на 1,73 ൉ 10ି଺) приводит к изменению интенсивности выходящего 
ОВ с ТЗ +1 на величину от 0,33 до 1 (рис. 3в). Одновременно интенсивность ОВ с противоположным знаком ТЗ 
–1 снижается от 0,67 до 0. При тех же параметрах для обычного петлевого резонатора изменение интенсивности 
ОВ находится в пределах долей процента. 

 
Рис. 4. Приведённый ОУМ выходящего поля, когда на вход ПРМ подаётся чётная ЛГ-мода 

Как следует из рис. 3, выходящее из ПРМ поле представляет собой суперпозицию ОВ 𝑇ଵ|1⟩ ൅ 𝑇ଶ|െ1⟩, в 
которой коэффициенты 𝑇ଵ,ଶ зависят от длины волны. Из [34] следует, что орбитальный угловой момент (ОУМ) 
𝐿௭ такой суперпозиции, усреднённый по времени, подчиняется соотношению: 

ω𝐿௭/𝑊 ൌ 𝑙௭ ൌ ሺ|𝑇ଵ|ଶ െ |𝑇ଶ|ଶሻ/ሺ|𝑇ଵ|ଶ ൅ |𝑇ଶ|ଶሻ, (13) 

где ω – угловая частота, W – полная энергия поля в поперечном сечении. На рис. 4 продемонстрирована 
зависимость ОУМ выходящего из резонатора поля в случае, когда на вход системы подаётся чётная ЛГ-мода, от 
полного угла скрутки θ и длины волны λ. Следует отметить, что при необходимости генерации пучка, несущего 
единичный ОУМ, настройка ПРМ на определённую длину волны, например, на 1550,003 нм, не требует 
сверхточного выставления полного угла скрутки θ. Кроме того, нужно указать на то, что при θ = πm, где 
m = 0, ±1, ±2, ... , ОУМ выходящего поля строго равен нулю. 

Подводя итог, можно сказать, что действие ПРМ принципиально основано на мёбиусовской топологии 
скрученной поверхности. При этом основная роль скручивания заключается во вращении распределения 
интенсивности мод волокна. Такое вращение возникает благодаря фазе Берри, которая придаёт противоположно 
топологически заряженным вихревым компонентам поля моды противоположные фазы, аккумулирующиеся при 
её распространении по волокну. Когда поле, пройдя петлю резонатора, обратно туннелирует в неё, происходит 
эффективное замыкание петли в кольцо с установлением изначально отсутствующей в ПРМ топологии ленты 
Мёбиуса. Окончательное согласование входящих и выходящих полей в поперечном сечении петли приводит к 
смешиванию чётных и нечётных ЛГ-мод, которые первоначально распространялись независимо друг от друга. 
При определённых условиях суперпозиция ЛГ-мод в петле может образовывать самовоспроизводящийся ОВ. 
Полученные результаты открывают путь к изучению волоконных систем, в которых стандартные резонаторы 
заменены на резонаторы Мёбиуса. В частности, они могут позволить сформулировать новые подходы при 
разработке волоконных лазеров для ОВ. Устройства, содержащие ПРМ, могут быть использованы в полностью 
волоконных фотонных схемах, основанных на работе со структурированным светом. 

Заключение 

Построена модель петлевого резонатора Мёбиуса, в котором петля резонатора выполнена из скрученного 
сильноэллиптического волокна. Топология ленты Мёбиуса в системе приводит к расширению возможностей 
петлевых резонаторов. В частности, продемонстрировано, что петлевой резонатор со скрытой топологией 
Мёбиуса становится пригодным для генерации частотных гребёнок как для оптических вихрей, так для чётных и 
нечётных мод Лагерра–Гаусса с единичным по модулю азимутальным числом. 
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Vortex Möbius fiber loop resonator 
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Abstract  

In this paper, we study a loop resonator with a hidden Möbius strip topology (LMR), in which 
the loop is formed by a twisted strongly elliptical fiber. It is shown that incorporating the Möbius 
topology into this type of resonator expands its capabilities and enables an increase in the number 
of types of structured beams whose characteristics can be parametrically controlled with ultra-high 
efficiency. As an example, it is demonstrated that the LMR can generate frequency combs both for 
optical vortices and for Laguerre-Gauss modes with a unit azimuthal number in magnitude. The 
proposed system can serve as a basis for creating fiber lasers that generate structured beams. 

Keywords: optical fiber, loop resonator, optical vortex, orbital angular momentum, Möbius strip, 
fiber laser, optical frequency comb. 
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