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Аннотация 

На основе моментов интенсивности второго порядка теоретически получен аналог поля-
ризационных параметров Стокса для циклических изменений состояний пучков Лагерра–
Гаусса с нулевым топологическим зарядом и любым радиальным числом. Полученные ре-
зультаты позволили отобразить такие циклические изменения параметров пучков на аналог 
сферы Пуанкаре. Оценены геометрические фазы пучков, циклические изменения параметров 
которых ограничивают сферические сегменты, сферические треугольники и сферические 
прямоугольники. Разработан, исследован и воплощен метод измерения соответствующих па-
раметров Стокса, позволяющий отображать состояние пучков в виде траекторий на аналоге 
сферы Пуанкаре в ходе эксперимента. Сравнение теории и эксперимента показало их хоро-
шее согласование. 
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Введение 

Приоритетным объектом пристального внимания последних нескольких лет является проблема выявления 
скрытой геометрии, свойственной фундаментальным симметриям вихревых пучков, переносящих орбитальный 
угловой момент (ОУМ) [1 – 3]. Хотя казалось, что ОУМ обладают исключительно пучки с осевой симметрией 
типа пучков Лагерра–Гаусса (ЛГ) или пучки Бесселя–Гаусса, даже небольшое нарушение осевой симметрии мо-
жет привести к совершенно неожиданным результатам [4]. Действительно, еще в 1992 году ван Энк и Ниенхуиз 
[5] теоретически предсказали возникновение ОУМ в фундаментальных гауссовых пучках, прошедших две тонкие 
цилиндрические линзы. Если первая линза просто нарушает осевую симметрию пучка, то вторая линза вводит 
ОУМ в эллиптический пучок. Через год ван Энк предсказал [6] возможность аккумуляции геометрической фазы 
Берри [7] при циклической вариации новых параметров пучка. Идею управления ОУМ в деформированных гаус-
совых пучках подхватили Кортиэл и соавторы [8], экспериментально продемонстрировав возможности этого под-
хода. Более детальное описание процесса возникновения и преобразования ОУМ в несимметричных гауссовых 
пучках было дано Котляром и соавторами [9], которые выявили широкий спектр вихревых мод, сопровождающих 
эллиптическую деформацию безвихревого пучка. 

Однако для обнаружения скрытых симметрий как вихревых, так и безвихревых пучков потребовались специ-
альные геометрические подходы. Еще ван Энк указывал [6], что геометрия 4D фазового пространства для вихре-
вых пучков изоморфна сфере Пуанкаре. Эксперименты Паджетта и Кортиэла с преобразованиями простейшего 
возмущенного ЛГ-пучка и отображением их состояний на сферу Пуанкаре фактически предсказали возможности 
использования SU(2) симметрии аналога сферы Пуанкаре для новой геометрии вихревых пучков. Агарвал [11] 
теоретически обосновал такой подход и предложил использование SU(N) симметрий для вихревых ЛГ-пучков 
высших порядков. Эти теоретические прогнозы были экспериментально подтверждены [12] прямым измерением 
геометрической фазы, возникающей в результате эволюции вихревой ЛГ-моды, прошедшей астигматическую 
оптическую систему, с последующим отображением ее состояний на сферу Пуанкаре. Управление ОУМ моды 
осуществлялось посредством циклического изменения параметров четырех цилиндрических линз и двух призм 
Довэ. В результате пучок описывал на сфере двуугольник, который преобразовывался в два соседних сфериче-
ских треугольника при циклической вариации соответствующих параметров оптических узлов. Калво [13] подо-
шел к проблеме с другой стороны, связав преобразование Вигнера ЛГ-мод высших порядков в астигматической 
оптической системе с отображением на SU(2) орбитальную сферу Пуанкаре. Было показано, что циклические 
преобразования параметров, вызывающие отображения на сфере в виде сферического треугольника, сопровож-
даются аккумуляцией геометрической фазы, равной γୋ ൌ േℓΩ/2, где  – топологический заряд ЛГ-пучка,  – 

телесный угол, стянутый траекторией отображения пучка, а знак фазы γୋ зависит от направления обхода контура 
траектории. Алиева и Бастианс [14] связали циклические преобразования вихревых пучков в 4D фазовом 
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пространстве с их отображением на SU(2)-сферу и аккумуляцией геометрической фазы. Основываясь на этих 
представлениях, Воляр и Брецько [15] сумели отобразить циклические превращения состояний структурирован-
ных вихревых ЛГ-пучков с их отображением на орбитальную сферу Пуанкаре в виде сложной пространственной 
траектории с самопересечениями. Разработанный ими метод прямого измерения орбитальных параметров Стокса 
[16] позволил непрерывно отображать преобразования структурированных вихревых пучков в эксперименталь-
ной установке на SU(2)-сферу.  

Однако остался без ответа вопрос, как отображать преобразования безвихревых структурированных пучков 
при циклическом изменении формы картин интенсивности и их ориентации? Именно эта проблема затрагивается 
в нашей статье. Дело в том, что ключевая идея концепции предполагает конверсию ОУМ пучка исходной моды 
в моду (или моды) с противоположными знаками ОУМ при преобразовании на астигматических элементах (или 
другим путем). Если же исходное состояние пучка лишено ОУМ, а его преобразование не предполагает появле-
ния орбитального момента, то использование прежних подходов к отображению на орбитальную сферу Пуанкаре 
теряет смысл. В то же время структурированный безвихревой пучок содержит множество собственных мод, ли-
шенных ОУМ. Их использование в различных функциональных системах и узлах современной фотоники в каче-
стве пучков со многими степенями свободы имеет равные основания со структурированными ОУМ-пучками, в 
частности, при их распространении через турбулентные потоки [17]. Наш подход основан на аналогии с эволю-
цией эллипса поляризации на элементах поляризационной оптики. Дело в том, что преобразования структуры 
пучка на астигматических элементах описывается в рамках 4D-матриц моментов интенсивности второго порядка 
[18], субматрицы которой характеризуются квадратичными формами. В частности, 2D-субматрица W физически 
наблюдаемых элементов характеризуется эллипсами интенсивности. Именно эти эллипсы интенсивности струк-
турированных безвихревых пучков и являются предметами наших исследований. Целью статьи является отобра-
жение циклических изменений состояний лазерных пучков, таких как ЛГ-пучок с нулевым топологическим за-
рядом (включая фундаментальный гауссов пучок), не переносящих ОУМ, на SU(2)-сферу (аналог орбитальной 
сферы Пуанкаре), и оценка геометрической фазы, сопровождающей эти циклические изменения параметров. 

1. Теоретические предпосылки 
Фундаментальный гауссов пучок 

Рассмотрим сначала простейший случай распространения гауссова пучка через оптическую систему, содер-
жащую только одну тонкую цилиндрическую линзу. Основные принципы преобразования такого пучка были 
даны в пионерской работе Арнауда и Когельника [19], которой мы будем придерживаться. Если гауссов пучок с 
длиной Релея z0 проходит в плоскости z = 0 через тонкую цилиндрическую линзу с фокусным расстоянием f, оси 
которой ориентированы под углом  к лабораторным осям координат, то его комплексная амплитуда на рассто-
янии z линзы запишется в виде 
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где k – волновое число, 𝑞௫,𝑞௬ – комплексные параметры пучка вдоль осей линзы, 
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Введем безразмерные координаты и параметры ሺ𝑥/𝑤଴,𝑦/𝑤଴ሻ → ሺ𝑥,𝑦ሻ, ൫𝑄௫,௬,௫௬/𝑧଴൯ → 𝑄௫,௬,௫௬, 𝑧଴ ൌ 𝑘𝑤଴
ଶ/2, 

𝑤଴ ‒ радиус перетяжки исходного пучка в плоскости z = 0, 

𝑞௫ሺ𝑍ሻ ൌ 𝑧଴ሼሾ𝑍ሺ𝜅௫ଶ ൅ 1ሻ െ 𝜅௫ሿ െ 𝑖ሽ/ሺ𝜅௫ଶ ൅ 1ሻ ൌ 𝑧଴𝑞̄௫ሺ𝑍ሻ,  
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, 𝑞௬ሺ𝑧ሻ ൌ 𝑧ଵ െ 𝑖𝑧଴ ൌ 𝑧଴ሺ𝑍 െ 𝑖ሻ ൌ 𝑧଴𝑞̄௬,𝑍 ൌ 𝑧/𝑧଴. 

После первой линзы пучок испытывает простой астигматизм, который изменяет масштаб сечения пучка вдоль 
осей линзы. Возникает эллиптическая деформация формы сечения пучка. При этом направление осей эллипса 
картины интенсивности вдоль длины пучка не меняется, строго следуя за ориентацией осей линзы [18]. Более 
того, ОУМ пучка после первой цилиндрической линзы не возникает. Для его формирования пучок должен пройти 
вторую линзу [5].  

Распределение интенсивности пучка после линзы читается как 
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где α ൌ ห𝐼𝑚൫1/𝑞௫ ൅ 1/𝑞௬൯ห,𝐾 ൌ 𝐼𝑚൫1/𝑞௫ െ 1/𝑞௬൯. Показатель экспоненты в (3) задает эллипс, ориентированный 
под углом  к осям лабораторных координат (рис. 1а).  
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Физически измеряемыми параметрами лазерного пучка являются моменты интенсивности второго порядка 
2D-субматрицы W [18] 
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здесь J00 – полная интенсивность пучка. Элементы субматрицы W являются средними квадратичными отклоне-
ниями распределения интенсивности в плоскости z сечения пучка и имеют простую физическую трактовку. Эле-
мент Wxx(z), нормированный на полную интенсивность пучка J00, задает квадрат диаметра пучка 4wx

2(z). 

 
Рис. 1. (а) Параметры эллипса интенсивности на фоне картины интенсивности; (б) аналог сферы Пуанкаре для состояний 
эллипса интенсивности и вектора Стокса S; (в) отображение эволюции формы и ориентации эллипсов интенсивности 

вдоль двух главных меридианов и экватора 

Соответственно, элемент Wyy задает y-диаметр пучка 4wy
2(z), а Wxy отвечает за xy-диаметр пучка. Субматрица 

W характеризуется квадратичной формой, в данном случае это эллипс интенсивности [18] 

ሺ𝐫 ⋅ 𝐖ିଵ ⋅ 𝐫ሻ ൌ ൫𝑊௬௬𝑥ଶ ൅𝑊௫௫𝑦ଶ െ 2𝑊௫௬𝑥𝑦൯/𝑑𝑒𝑡𝐖 ൌ 1.  (5) 
Сразу заметим, что эллипс интенсивности характеризует весь класс гауссовых пучков (пучки Эрмита–Гаусса, 

Лагерра–Гаусса и т.д.). Через элементы субматрицы W можно определить также угол наклона большой оси эл-
липса 

tg2ϕ ൌ 2𝑊௫௬/൫𝑊௫௫ െ𝑊௬௬൯ (6) 

и отношение его полуосей – угол эллиптичности 
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Подчеркнем, что все эти параметры можно получить посредством числовой обработки картины интенсивно-
сти пучка. Но их недостаточно для отображения эволюции пучка на SU(2)-сферу. Подставляя распределение ин-
тенсивности (3) в (4), получаем элементы субматрицы W для астигматического гауссова пучка 
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Перекрестный момент интенсивности находим как 
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При вычислении использовались интегралы [26] 
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где In(x) – модифицированная функция Бесселя первого рода n-го порядка и использовано условие a > b. 

Параметры Стокса эллипса интенсивности 

Поскольку наша задача предполагает отображение множества состояний эллипсов интенсивности на SU(2)-
сферу, которая порождена преобразованием пучков в 4D-фазовом пространстве, изоморфном SU(2)-сфере [6], то 
имеет смысл придерживаться техники отображения множества состояний поляризации параксиальных пучков на 
сферу Пуанкаре [20]. В нашем случае параметры Стокса удобно записать в форме 



https://computeroptics.ru 1834 journal@computeroptics.ru 

Компьютерная оптика. – 2026. – Т. 50, № 4. 4 Computer Optics 2026; 50(4). 

𝑆ଵ ൌ cos 2ϕ sin χ , 𝑆ଶ ൌ sin 2ϕ sin χ , 𝑆ଷ ൌ cos χ. (11) 

Инвариантом отображения является радиус сферы S: 𝑆ଶ ൌ 𝑆ଵଶ ൅ 𝑆ଶ
ଶ ൅ 𝑆ଷ

ଶ ൌ 1. Сравнивая выражения (6), (7) и 
(8), видим, что все параметры Стокса определяются через физически измеримые моменты интенсивности. Важно 
заметить, что азимутальный  и полярный  углы не зависят друг от друга. Азимутальный угол  задает движение 
по параллелям, а полярный угол  отвечает за движение по меридианам. Также отметим, что третий параметр S3 
можно получить непосредственно из отношения полуосей (7): 

𝑆ଷ ൌ
ୡ୭ୱ஧

ඥୡ୭ୱమ ஧ାୱ୧୬మ ஧
ൌ

ୡ୲୥஧

ඥଵାୡ୲୥మ஧
. (12) 

Три параметра Стокса (11) образуют единичный вектор Стокса (см. рис. 1б), конец которого очерчивает на 
сфере траекторию эволюции состояний пучка, свободного от ОУМ, в оптической системе. На рис. 1в представ-
лены экспериментальные кривые эллипсов интенсивности на фоне картин интенсивности гауссова пучка вдоль 
двух главных меридианов и экватора. На полюсах отображаются осесимметричные состояния пучка. Поле пучка 
на северном полюсе отличается от поля на южном полюсе на , что никак не влияет на его отображение. Скачок 
фаз возникает при пересечении экватора. В отличие от поляризационной сферы Пуанкаре в нашем случае отсут-
ствует направление циркуляции эллипса. Но, что важно, циклическое изменение параметров системы заставляет 
собственное состояние двигаться по замкнутому контуру SU(2)-сферы. И вот здесь мы подходим к одному зага-
дочному явлению, возникающему при движении системы в кривом пространстве, которое называют геометриче-
ской фазой Берри. 

Пучки Лагерра–Гаусса с нулевым топологическим зарядом 

Для нахождения элементов субматрицы моментов интенсивности (4) для определения параметров эллипса 
интенсивности (5) можно воспользоваться сложными вычислениями, представленными, например, в нашей ста-
тье [21]. Тем не менее все эти вычисления можно существенно упростить, если вспомнить, что на эксперименте 
мы определяем матричные элементы Wxx , Wyy , Wxy , характеризующие квадраты диаметров пучка 
4𝑤௫ଶሺ𝑧ሻ, 4𝑤௬ଶሺ𝑧ሻ, 4𝑤௫௬ଶ ሺ𝑧ሻ. Но хорошо известно [22], что ЛГ-пучки при распространении изменяют свои радиусы 

согласно правилу 𝑤௫,௬ሺ𝑧ሻ/𝑤଴ ൌ ඥሺ2𝑛 ൅ ℓ ൅ 1ሻሺ1 ൅ 𝑍ଶሻ. Именно во столько раз отличаются радиусы перетяжки 
ЛГ-пучков от радиусов фундаментального гауссова пучка. Заметим здесь, что размеры радиусов пучков не вли-
яют на форму эллипса интенсивности, включая его наклон , но только изменяют размеры полуосей эллипса, 
оставляя эллиптичность tg неизменной. Иными словами, масштабные преобразования пучка не влияют на его 
отображение его состояний на сфере. 

Геометрическая фаза 

Геометрическая фаза является универсальным явлением природы, которое наблюдается во множестве про-
цессов волновой физики, и несет в себе многообразие внутренних степеней свободы. Это явление наблюдается 
при рассмотрении эволюции физической системы в искривленном пространстве за счет так называемого «парал-
лельного переноса» вектора состояния по замкнутой траектории. Еще сорок лет назад Берри показал [7], что до-
полнительная квантовая фаза возникает при медленном (адиабатическом) изменении параметра гамильтониана 
H(R) таким образом, что если в начальный момент времени t = 0 система находится в собственном состоянии 
|𝑛, 𝑡 ൌ 0⟩, то при медленном циклическом изменении параметра гамильтониана R она переместится по замкнутой 
траектории С в параметрическом пространстве в состояние |𝑛, 𝑡⟩, а эту трансляцию собственного состояния будет 
сопровождать аккумуляция фазы волновой функции, равная 

γீሺСሻ ൌ ׬ ⟨𝑛, 𝑡|
С

∇ோ|𝑛, 𝑡⟩𝑑𝑅, (13) 

где ∇ୖ – вектор-градиент в параметрическом пространстве R. Примечательно то, что фаза γୋሺСሻ зависит исклю-
чительно от геометрического пути C, именно поэтому ее стали называть геометрической фазой или фазой Берри.  

Одним из ярких проявлений геометрической фазы в оптике является так называемая фаза Панчаратнама–
Берри [22], которая возникает при циклическом изменении состояния поляризации светового пучка. При этом на 
сфере Пуанкаре единичного радиуса очерчивается замкнутая траектория, которая стягивает телесный угол Ω. 
Величина телесного угла Ω равна площади сферической фигуры S внутри контура. Параллельный перенос век-
тора состояния по контуру на SU(2)-сфере единичного радиуса сопровождается появлением геометрической 
фазы, равной половине телесного угла γୋሺСሻ ൌ Ω/2. Таким образом, вычисляя площадь сферической фигуры, 
сразу находим геометрическую фазу.  

Возможность транслировать состояния пучков по меридианам и параллелям сферы (геодезическим) обеспе-
чивает независимость углов и . Если азимутальный угол ϕ задается только наклоном осей цилиндрической 
линзы, то полярный угол  зависит только от положения плоскости наблюдения Z, сопровождаемое синхронным 
изменением размеров радиусов пучка в эллипсе интенсивности в (1) 
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α ൌ ห𝐼𝑚൫1/𝑞௫ ൅ 1/𝑞௬൯ห ൌ
௪ೣ
మା௪೤

మ

௪ೣ
మ௪೤

మ ,𝐾 ൌ 𝐼𝑚൫1/𝑞௫ െ 1/𝑞௬൯ ൌ
௪೤
మି௪ೣ

మ

௪ೣ
మ௪೤

మ . (14) 

Таким образом, движение эллипса интенсивности по замкнутому контуру на сфере обеспечивается простыми 
поворотами цилиндрической линзы и смещением плоскости наблюдения. Напомним, что все параметры пучка и 
переменные ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ нормированы и являются безразмерными. На рис. 2 приведено шесть примеров вычерчивания 
простых сферических фигур в виде (а, г) сферического сегмента, (б, д) полярного сферического треугольника и (в, 
е) сферического прямоугольника циклическими изменениями формы эллипса интенсивности (а – в) фундаменталь-
ным гауссовым пучком и (г – е) ЛГ-пучком с нулевым топологическим зарядом  = 0 и радиальным числом n = 4. 

Для определения геометрической фазы простых сферических фигур на рис. 2 можно воспользоваться простым 
геометрическим приемом [24]. Для этого находим сначала площадь сферического сегмента на сфере радиусом R, 
равным 𝑆௦௣௛ ൌ 2π𝑅ℎ, где h – высота сегмента. Площадь полярного сферического треугольника равна 1/4 площади 
сегмента высотой R = h. Площадь сферического прямоугольника равна разности площадей сегмента верхней полу-
сферы R = h и сегмента высотой R – h. Площадь сферического прямоугольника будет равна 1/4 полученной разности 
площадей сегментов. Таким образом, находим геометрические фазы, приобретенные пучками при обходе на еди-
ничной сфере R = 1 контура: сегмент γ௦ ൌ πሺ1 െ cos χሻ, треугольник γ△ ൌ π/4 , прямоугольник γ▭ ൌ ሺπ/4ሻ cos χ଴, 
где χ и χ଴ задают положения нижней и верхней параллелей сегментов соответственно (см. рис. 2). 

 
Рис. 2. Отображения траекторий (а – в) гауссова пучка и (г – е) ЛГ-пучка с нулевым топологическим зарядом  = 0 и n = 4 

радиальным числом в виде (а, в) сферического сегмента, (б, д) полярного сферического треугольника и (в, е) сферического 
прямоугольника 

Как мы заметили, геометрическая фаза циклических изменений формы эллипса интенсивности не зависит от 
радиальных чисел ЛГ-пучков и всегда задается изменением формы гауссова пучка. Следует заметить, что при 
построении контуров на сфере (рис. 2) использовалось смещение (вперед и назад) плоскости наблюдения вдоль 
оси z пучка, что приводит к накоплению динамической фазы. Однако в пространстве параметров эта фаза исче-
зает и не влияет на конечный результат. Другое дело, исключить эту фазу на эксперименте, как это делается при 
наблюдении фазы Панчаратнама–Берри [23]. В нашем случае это приведет к существенному усложнению как 
теоретической, так и экспериментальной базы, что выходит за рамки данной статьи. Также отметим, что в фор-
муле для геометрической фазы γୋሺСሻ ൌ Ω/2 в нашем случае отсутствует топологический заряд λ, в противопо-
ложность геометрической фазе вихревых пучков в [13]. В этом и заключается особенность нашего отображения 
на SU(2)-сферу, где третий параметр Стокса S3 характеризует эллиптичность эллипса интенсивности. В то же 
время для вихревых пучков используется отображение на орбитальную сферу Пуанкаре, где S3 характеризует 
нормированное ОУМ (не учитывающее топологический заряд λ). Поэтому в конечном выражении для геомет-
рической фазы в [13] присутствует умножение телесного угла Ω на λ-топологический заряд. 

2. Эксперимент 

Основной задачей экспериментальных исследований явилось отображение циклических изменений эллипса 
интенсивности, основанное на измерении моментов интенсивности Wxx, Wyy, Wxy, позволяющих вычислить 
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управляющие углы  и , а также параметры Стокса. Метод измерения моментов интенсивности второго порядка 
подробно описан в ряде наших статей (см., например, [21]) и основан на рекомендациях ISO [25].  

Измерения моментов интенсивности и компьютерная обработка картин интенсивности пучков осуществля-
лась на экспериментальной установке, эскиз которой представлен на рис. 3а. Пучок, излученный He-Ne лазером 
( = 633 нм), формировался в фундаментальный гауссов пучок или ЛГ-пучки с нулевыми топологическими заря-
дами  = 0 на пространственном модуляторе света типа Thorlabs EXULUS-4K1/M и делительной призмой Bs 

направлялся в два плеча интерферометра Маха–Цендера. В первом плече пучок фокусировался сферической лин-
зой L1 на входную плоскость цилиндрической линзы таким (f = 50 cм) в пятно, диаметр которого соответствовал 
длине Релея 1 м. Цилиндрическая линза закреплялась на поворотном столике, позволяющем устанавливать угол 
наклона осей линзы с точностью до Δϕ = 1o. Далее пучок смешивался с опорным пучком из второго плеча на 

второй делительной призме и направлялся на вход фотодетектора CMOS типа Michrome 20.  

 
Рис. 3. (а) Эскиз экспериментальной установки: LS – He-Ne лазер, BS1,2,3 –делительные призмы, M1,2 – зеркала, L1,2 –

сферические линзы, СL – цилиндрическая линза, SLM – пространственный модулятор света, CMOS – фотодетектор. (б) 
Зависимость параметров Стокса S1 и S2 от угла поворота  цилиндрической линзы в плоскости Z = 0,3. (в) Зависимость 

параметров S1, S2, S3 от положения плоскости наблюдения Z = z/z0. Сплошные кривые – теория, кружочки – 
экспериментальные точки. (г) Интерференционные картины эллиптического гауссова пучка вдоль оси Z 

Измерения проводились посредством компьютерной обработки картин интенсивности, снятых в различных 
областях пучка после цилиндрической линзы. Для расчета Wxx, Wyy, Wxy использовалась формула (4), где вместо 
J଴଴ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ подставлялся массив значений, полученных при компьютерной обработке картины интенсивности, а 
интегрирование заменялось суммированием. Первые три параметра рассчитывались как 

𝑆଴ ൌ 𝑊௫௫ ൅𝑊௬௬, 𝑆ଵ ൌ 𝑊௫௫ െ𝑊௬௬, 𝑆ଶ ൌ 𝑊௫௬ െ𝑊௬௫. (15) 

Для определения параметра эллиптичности использовались формулы (7). Полученные результаты позволили 
строить эллипсы интенсивности (5) и траектории на аналоге сферы Пуанкаре на рис. 2. Наклон большой полуоси 
эллипса интенсивности рассчитывался по формуле (6). Сравнение теоретических и экспериментальных резуль-
татов иллюстрируют рис. 3б, в для параметров Стокса, где теории соответствуют жирные кривые, а эксперимен-
тальные точки обозначены кружками. Разброс экспериментальных точек относительно теоретических кривых не 
превышает 5 %, что указывает на хорошее согласование теории и эксперимента. Особый интерес вызвало сме-
щение плоскости физической фокусировки эллиптического пучка после цилиндрической линзы относительно 
его геометрического фокуса. Именно в этой плоскости измерялось угловое положение эллипса интенсивности на 
экваторе SU(2)-сферы при повороте осей цилиндрической линзы на рис. 2. Картины интерференции на рис. 3г 
показывают смену эллиптических максимумом интенсивности на гиперболы, что указывает на изменение знака 
кривизны волнового фронта после цилиндрической линзы. 

Выводы 

Распространяясь через цилиндрическую линзу, фундаментальный гауссов пучок испытывает эллиптическую 
деформацию, а после линзы форма эллипса изменяется так, что на расстоянии двойного фокуса эллипс превра-
щается в окружность. Ориентация эллипса задается ориентацией осей цилиндрической линзы. Более того, если 
гауссов пучок не имеет ОУМ до линзы, то цилиндрическая линза не вводит в него ОУМ, то есть пучок остается 
свободным от орбитального углового момента. Эти признаки указывают на простое астигматическое преобразо-
вание. Явный вид эллиптической деформации характеризует эллипс интенсивности, форма которого задается 
физически измеряемыми элементами тензора моментов интенсивности второго порядка. Причем этим свойством 
обладают все типы гауссовых пучков высших порядков.  Эти простые идеи мы взяли за основу для отображения 
состояний безвихревых пучков на SU(2)-сферу. Нам удалось построить формализм параметров Стокса для таких 
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безвихревых пучков, основываясь на аналогии с поляризационными параметрами Стокса как для фундаменталь-
ных гауссовых пучков, так и для ЛГ-пучков с нулевым топологическим зарядом. 

Оказалось, что повороты осей эллипса интенсивности для любых безвихревых ЛГ-пучков зависят только от 
ориентации осей цилиндрической линзы и не зависят от смещения плоскости наблюдения вдоль оси пучка. Но это 
смещение как раз изменяет эллиптичность эллипса интенсивности. Используя эти два простых движения, мы отоб-
разили циклические изменения состояний фундаментального гауссова пучка и ЛГ-пучка с  = 0 и n = 4 радиальным 

числом на аналог сферы Пуанкаре в виде простых контуров, ограничивающих площадь сферического сегмента, 
полярного сферического треугольника и сферического прямоугольника. Простые правила сферической геометрии 
позволили нам оценить величины геометрических фаз волновых функций пучков, приобретаемых при циклическом 
изменении их состояний. Также был разработан метод измерений параметров Стокса для циклических изменений 
состояний безвихревых пучков. Сравнение теории и эксперимента показало их хорошее согласование. 
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Abstract  

Based on the moments of the second-order intensity, the Stokes parameters for cyclic changes 
in the states of LG beams with zero topological charge and any radial number were theoretically 
obtained. These results made it possible to display such cyclic changes in the beam parameters on 
an analog of the Poincaré sphere. The geometric phases of the beams whose cyclic parameter vari-
ations are limited by spherical segments, spherical triangles and spherical rectangles were estimated. 
A method for measuring the corresponding Stokes parameters was developed and implemented, 
allowing the state of the beams to be displayed as trajectories on an analog of the Poincaré sphere 
during the experiment. A comparison of the theory and experiment showed their good agreement. 

Keywords: Gaussian beam, astigmatism, cylindrical lens, Laguerre-Gaussian beams, astigmatic 
transformation. 
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